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SUR LA NATURE DES AXIOMES DE LA GEOMETRIE

(2me article).

Au sujet de mon precedent article sur les axiomes de la
géométrie, M. Peano m’a fait I'honneur de m’écrire. L'opi-
nion que je lui préte n’est pas, dit-il, la sienne.

A vrai dire je n’ai pas attribué a4 M. Peano 'opinion n° 1.
Lorsqu’on discute I'indépendance des axiomes, il faut bien
les rejeter chacun leur tour, et voir ce que devient dans ces
cas la géométrie; faire, comme si ces axiomes étaient arbi-
traires, faire comme si lon était de opinion n°1. Voila a
peu preés ce que j'al voulu dire.

La conclusion de mon article manque peut-étre un peu de
netteté. Depms que je l'ai écrit, j'ai de nouveau réfléchi sur
ce sujet. Voici comment je formulerai actuellement mon
opinion.

Il ya deux maniéres de voir, un peu différentes, mais non
contradictoires entre elles.

1** MaNIERE DE VoIR. La notion d'identité de deux objets,
la. notion d'un objet qui ne change pas avec le temps est
nécessaire a toute science. Le changement lui-méme ne peut
étre concu que par comparaison a quelque chose d’invaria-
ble. Et comme d’autre part rien n’est fixe dans l'univers, il
faut bien admettre qu’'une figure puisse rester invariable
tout en changeant de place par rapport a d’autres. Le concept
de figure invariable s’offre ainsi a nous comme une sorte de
nécessité; sans lui la science serait impossible.

Mais ce concept est vague; les axiomes ont pour but de
le préciser. Admettons les axiomes de la géométrie métri-
~que relatifs aux droites, au plan, a la distance. Les droites,
les plans, les distances physiques ne sont définies que par a
peu pres; elles ne satisfont aussi aux axiomes que par a peu
prés. On n’a du reste jamais cherché une vérification expéri-
mentale rigoureuse. Elle serait inutile, comme on va voir.
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Je nomme plan, droites, distances parfaites, des objets
satisfaisant rigoureusement aux axiomes, et ne différant que
d’une facon inappréciable des plans droites distances phy-
siques. | |

La premiére partie de ma phrase constituerait I'opinion
n° 3 de mon dernier article. Cette opinion est insoutenable
je I'ai montré. La seconde partie de la phrase modifie l'opi-
nion n° 3, et comme on va voir, la rend acceptable.

Reprenons en effet 'objection faite a I'opinion n° 3 soient
«f3y trois quantités définissant un point, et appelées coordon-
nées provisoires du point.

On nomme X Y Z trois fonctions de 'a[&/ , ne prenaﬁt pas
toules trois la méme valeur en 2 points différents. Ce seront
les coordonnées définitives du point.

Enfin nous nommons plan 'ensemble des points dont les
coordonnées X Y Z vérifient une équation de 1° degré,
droite I'ensemble des points communs a deux plans, et dis-
tance de deux points Xo, Yo, Zo, X1, Y1, Zi, la fonction

ViXe — Xo? + Yy — Yo + (Zy — Z)?

avec ce sens donné aux mots, toute la géométrie eucli-
dienne est vraie. Mais cela, avons nous dit, ne permet nulle-
ment de définir le plan, la droite, la distance, car nos trois
fonctions X Y Z sont arbitraires.

Mais nous assujetissons maintenant nos trois fonctionsa élre
telles queles plans,droites, distancesainsi définies ne different
pas sensiblement des plans droites distances physiques. Ce
choix est possible, nous I'admettons. Il reste encore indé-
terminé. En effet soient XY Z 3 fonctions satisfaisant a cetle
condition, ¢ une quantité inférieure a toute quantité appré-
ciable par des moyens physiques, AX , AY , AZ trois fonec-
tions arbitraires, mais toujours inférieures en valeur abso-
lue a e. Les 3fonctions suivantes,

X 4+ aX . Y 1 AY , Z + AZ

rempliront aussi bien que X Y Z les conditions demandées.
Mais que l'on prenne pour définir la droite, le plan, la dis-
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tance, le premier ou le 2° systéme de fonctions, cela n’a
aucun inconvénient.

Dans la pratique il n'y a aucune différence entre les deux
‘maniéres de voir, puisque AX , AY , AZ sont inappréciables.
En théorie la chose est indifférente, le raisonnement ne s’ap-
puyant pas sur ce qu'on nomme effectivement droite, plan,
distance, mais sur les propriétés de ces objets. Ces propriétés
sont les mémes dans 'un et autre cas.

2™ MamikRre DE voir. Appelons point, droite, distance, etc.,
un systeme d’objets satisfaisant aux axiomes, sans nous
préoccuper des autres systemes d’objets pouvant aussi y
satisfaire. Nous établissons ainsi la géométrie. Apres la géo-
métrie nous pouvons passer a la mécanique.+Nous introdui-
sons d’autres objets il nous faudra d'autres axiomes. Aprés
la mécanique rien ne nous empéchera de passer au moyen
d’autres axiomes aux sciences physiques, a l'optique par
exemple. Nous aurons ainsi une science purement abstraite
trés étendue. Alors, si nous avons bien choisi nos axiomes,
cetle science sera conforme a la réalité. La science est un
édifice logique en correspondance avec la réalité sensible.

Les axiomes de la géométrie ne sont pas a eux seuls des
définitions; on ne peul pas passer au concret sans faire
intervenir une notion physique étrangeére a la science pure.
On ne peut sans instruments vérifier que deux distances sont
égales. Le fait que le compas esl un solide invariable est un
fait étranger a la géomélrie, et cette invariabilité ne saurait
étre démontrée géométriquement.

Les choses sont différentes, si 'on a fait aussi de la phy-
‘sique une science rationnelle. Dans le vide la lumiére se pro-
page en ligne droite. Celase démontre comme on sait a l'aide
du principe d’Huygens. La surface de 'onde est une sphere,
on 'admet. Il n'y a pas de raison pour que la lumicre aille
plus vite dans une direction que dans une autre. C’est le prin-
cipe de la raison suffisante. Mais ce raisonnement nous fournit
une droite concréte, le rayon lumineux. En mécanique le
principe de l'inertie nous fournit aussi une droite concrete,
mais nous ne l'utilisons pas, les difficultés du mouvement
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relatif en sont la cause. La statique des fils nous en fournit
une autre, le fil tendu.

On voit par la une différence capitale entre les axiomes de
la géométrie et ceux des sciences physiques. Les premiers
nous donnent une science cohérente en elle-méme, mais
restant en dehors du domaine réel. Les seconds au con-
traire nous font pénétrer dans ce domaine. Peut-étre trou-
vera-t-on un jour en étudiant l'optique, quelque contradic-
tion & supposer faux le postulatum d’Euclide. M. Andrade,
du reste a déja trouvé dans la statique non-euclidienne des
fils une maniére de contradiction.

M. Peano, je l'ai dit plus haut, déclare que 'opinion n° 1,
d’aprés laquelle les axiomes sont arbitraires, n'est pas la
sienne. |

Effectivement dans un mémoire fort intéressant sur les
fondements de lagéométrie, (Rivista di Mathematica, Tome IV)
il dit expressément :

« Certes il est permis a4 chacun d’admettre telles hypotheéses
c qu’il veut, et de développer les conséquences logiques
« contenues dans ces hypothéses. Mais pour que ce travail
mérite le nom de géQmétrie, il faut que ces hypotheéses ou
postulats expriment le résultat des observations les plus
simples et élémentaires des figures physiques.....

« En conséquence, au point de vue pratique, il ne me
parait pas licite de prendre comme postulat de la géomé-
trie projective le suivant :

~
A =

~m
~

~
~

~
~

« Deux droites situées dans un méme plan ont toujours un
« point commun. Car cette proposition ne se vérifie pas par
« I’observation, et méme est en contradiction avec les théo-
« rémes d’Euclide. »

On peut bien, ajoute M. Peano, introduire de nouveaux
élres, (poinis tdéaux,) mais par des définitions convenables,
et en démontrant que les axiomes sont vrais pour de tels
étres.’

A propos de ces points fictifs ou idéaux, je veux faire une
remarque concernant le postulatum d’Euclide.
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Lorsque la ligne droite est supposée définie, mais pas la
distance, le postulatum n’est ni vrai ni faux; supposons la
distance définie de telle facon qu’il soit faux. Pour le rendre
vrai, par une nouvelle définition de la distance il faudra
ajouter a 'espace des points fictifs. (On suppose que la défi-
nition de la ligne droite ne soit pas changée.)

Je supposerai, pour simplifier les choses, le postuiatum
faux mais la constante de la géométrie non-euclidienne extré-
mement grande, afin que, DANS UN ESPACE RESTREINT la géo-
métrie differe extrémement peu de la géométrie euclidienne.

D’apres les travaux de Klein el Cayley, il existera une
transformation faisant correspondre a tout point M de I'es-
pace un point M’ intérieur a une certaine sphére S. A une
droite correspond une droite. A deux points P et Q corres-
pondent deux points P et Q" et si P'Q)’ coupe la sphére en
A et B, le distance PQ sera égale a £ fois le logarithme du
rapport anharmonique des 4 points P'Q" AB. Nous nommons
cette expression la pseudodistance de P'Q", %k dépend du
choix de 'unité de longueur.

Ainsi la distance PQ est la pseudodistance P'Q'.

Dennons maintenant un nouveau sens au mot distance,
appelons distance nouvelle PQ la distance P'Q'.

Ainsi, la distance nouvelle PQ est la distance P'(Q'.

Comme P’ et Q' sont intérieurs a S, P'Q’ n’est pas lres
grand, et la géométrie a I'intérieur de S est sensiblement
Euclidienne.

Avec la nouvelle définition de la distance, la géométrie
sera donc euclidienne pour tout 'espace.

Mais la distance nouvelle restera finie, et inférieure a4 un
diamétre de la sphere S. Pour la rendre infinie, il faudra
introduire des points fictifs, dont les correspondants seraient
extérieurs a la sphere S.

(A la vérité la géométrie n'est que sensiblement eucli-
‘dienne, 1l serait facile de lever cette difficulte. Cela entraj-
nerait des longueurs. Du reste on peut prendre la sphere S
extréemement petite). ,
~Jai donc démontré la proposition énoncée.

. On peut faire l'inverse. La dislance étant d’abord Eucli-
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dienne faire une distance nouvelle non-euclidienne. Clest
méme bien plus facile, mais alors il faut exclure de I'espace
des points -en faisant d’abord partie. (Je suppose toujours
conservé le sens du mot droute).

Un changement de sens du mot distance entraine un chan-
gement d,e sens du mot angle. La droite étant définie, la
géométrie est euclidienne ou non selon le sens du mot
angle. Appelons droite orientée une droite sur laquelle a été
choisi un sens positif. Bornons-nous a la géométrie plane
soit D une droite orientée, N une autre droite orientée dans
le méme plan. On pourra supposer que la définition de I'an-
gle satisfait a l'axiome suivant : Si deux droites orientées
- font le mémc angle avec D, elles font le méme angle avec A.

C’est la uneforme commode du postulatum d’Euclide. Elle
ne suppose pas la notion de distance, et ne suppose pas non

plus des points a 'infini. Elle permet d’étudier séparément
la translation. Cette transformation se définit facilement par
des égalités d’angles. Deux droites paralléles sont deux
droites orientées faisant les mémes angles avec une droite
orientée D. On pourrait donc aussi commencer la géomélrie
par les équipollences.

Je n’en dirai pas plus long sur ce sujet, car je suis con-
duit a cette question :.« Comment faut-il enseigner la géo-
métrie élémentaire ?» Cette question mériterait un long déve-
loppement; je le traiterai peut-étre plus tard : je le ferais
mal dans cet article contenant sur la géométrie des reﬂemons
un peu dlsparates ,

J. RIGHARD (Dijon).

L’Enseignement mathém., 10¢ année ; 1908. 5
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