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mant lé tore a points doubles imaginaires par I'inversion, le
centre d'inversion étant un point de la surface du tore. Ainsi
les deux groupes de cercles du lore situés dans les plans
par axe et dans les plans perpendiculaires & 'axe se trans-
forment dans les deux groupes des cercles ¢, et Cq -

Pour plus de développements concernant les cyclides, nous
renvoyons aux livres magistraux de MM. Darsoux et REvE.

P.-H. Scroure (Groningue).

SUR UNE
INTRODUCTION PREMIERE DES LOGARITHMES

1. — Dans un ouvrage récent, M. KLein' suggeére une
premiere introduction des Logarithmes qui se rapproche du
procédé employé depuis longtemps dans la théorie des fonc-
tions. Celte idée, déja signalée d'ailleurs par M. J. Tannery?,
me semble avoir un intérét tout particulier, car elle permel
d’éviter les nombreuses inexactitudes qui se trouvent dans
I'exposition dite élémentaire de la théorie des logarithmes.

En outre, il sera souvent nécessaire d’introduire les loga-
rithmes bien avant de donner quelques notions des inté-
grales définies, sans avoir toujours recours au théoréme du
changement des variables dans toute sa généralité et plus
particulierement du théoréme que voici :

/-.x dx /’l“fl .
o de, @

'y e/,

Je veux donc indiquer ici une marche que I'on peut suivre
dans cette partie de 'enseignement.
2. — Considérons 'hyperbole K (fig. 1) dont I’équation

ext:
T == 1,

U Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. I. Cours autographié¢; Leipzig, 1908,
2 Notions de mathématiques. Paris, 1903.
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‘ 9 i . /
et le point A des coordonnées 1, 1. Menons Pordonnée BB
du point B, soit OB’ = x . Prenons '
ensuite les points G, d'abscisse ¢, et
D tels que

oc’

c U
Nous allons démontrer que l'aire J—i5— 5 =

comprise entre les ordonnées de A
et B est ¢gale a l'aire .comprise entre les ordonnées de C
et D.

Subdivisons chacun des intervalles AB et CD en p inter-
valles égaux. Il est clair que les intervalles de CD seront
plus grands que les intervalles de AB. Désignons par / l'in-

tervalle de AB. Les inlervalles de CD ont alors les lon-

gueurs /, :

~ hy — ch .

Aux intervalles % et 7, correspondent les rectangles qui
donnent par des valeurs approchées par exces el par défaul
les aires considérées plus haut; la subdivision est d’ailleurs
quelconque. | ‘

A chaque reclangle de la premieére aire (I) correspond un
reclangle de la seconde (I1) qui lui est égal.

Considérons en effet, pour fixer les idées, les n™* rec-
tangles de | qui sont:

s -1 , 1
= = / I T TR,
r, ay—y L, 7 L.

R -+ nh
Les rectangles correspondants de II sont alors :

—= . 1
R 5 . ch R —
el 4 fn — 1) A e, n AT ) - ch .

On a done :

Bt en prenant la limite de leur somme :

‘e

I —=11.
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On peut supposer qu'on a fait glisser Uaire 1 en la (Ze/c)/—
muant, sous U'hyperbole, vers I1.

Désignons maintenant les abscisses des points B, C, D, res-
pectivement par x, x,, &,. LL'équation (1) donne alors :

(r, —a) = x (x — 1)

ou

Nous avons donc le Turoreme : L'aire de U'hyperbole com-
prise entre deux ordonnées quelcongues aux abscisses x, et x,
(x, > x, > 1) est égale a Uaire comprise entre les ordonnées
des points A et B aux abscisses 1 et :5 respectivement.

1
- On démontre facilement le méme théoreme pour: 0 <
<, < 1.

3. — Nous désignons l'aire I par S, et Paire II par le_mz

il est alors

Considérons maintenant, en partant du point A, deux aires
S, et S,». Pour trouver leur somme faisons glissei" la se-
conde jusqu’a ce qu’elle devienne adjacente a S,

Elle est alors égale a 'aire S,/ o . et nous avons :

S.’L" -i— S.Z"/ — Sx/'x// - (2)

Nous appelons l'aire S; qui correspond a l'abscisse .« le
logarithme de x; soit
s == log x .

Nous avons alors :
log " + log x" == log x" . «" . (3)

On montre ici I'avanlage qu'il yaa employer une table de
logarithmes en se servant aussi des formules correspondant
a (3) pour les quotients et les puissances.
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En considérant la somme des surfaces adjacentes l'une a
Tautre :

Sa + Sg, a? T Spa 48 + . Spn—1 gt = Spn — n. Sy

on prouve que le logarithme d'un nombre x dépasse loul
nombre asSignable lorsque x croit indéfiniment. |

On peut déja dessiner provisoirement la courbe qui repré-
sente la fonction: s — log x.

4. — Considérons deux valeurs S
(fig. 2) correspondant aux abscisses
x et x,; soient

s = log x , 31::10g,7c1.

Caleulons la différence :

s, — § = log x, — log x .

L’aire entre .x, et x est exprimée par des valeurs appro-
chées, par défaut ou par exces, au moyen des rectangles

1 1
(€, — x)T ou (x, — x); .
i
On a donc :
rx, — & £, — X
s L — s < ——
1 .
et
1 s — S 1
< < (4
71 X, — X X

Si nous faisons rapprocher &, de x, nous obtenons finale-
ment la dérivée :

ds 1T d log x 1

d_x - _%_ ; ou “?.—CE—_ —_ ; . ({))

Il est & peine nécessaire de remarquer que laire comprise
;’ \ L ,7’1 .
entre x et x, est égale a 'aire entre A et — . On peul aussi en
déduire I'équation (5).
Il est aisé de montrer icile développementdes logarithmes

L’Enscignement mathém., 11 année; 1909. 24

e s et
e et o vt e
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en série, en supposant toutefois que l'on a déja donné aupa-
ravant quelques notions sur les séries convergentes. |

5. — Nous avons considéré s comme fonction de & appe-
lée log x. Nous pouvons aussi considérer x comme une fonc-
tion de s que nous désignerons par E(s). On le voit plus
clairement encore en dessinant la courbe log x mentionnée
plus haut. o '

Nous obtenons la dérivée E'(s) == E(s) en écrivant I'équa-
tion (4) [en supposant toujours .x > 1]:

E(s) — E(s)
Efs) > ——-——>Ef)

1

el finalement on en conclut le développement de E(s):

s s?
E('S):/l—i_-"[-—!—}—Q__Y—*—“
en particulier

1 1
71+t

[N

On appelle par définition E(s) la s™¢ puissance de ¢
E(s) = ¢’

et on doit encore montrer que le mot puissance, pour les
exposants réels, a la méme signification que la puissance
élémentaire.

Je me permets de rappeler ici le procédé bien connu de
celte démonstration.

On a:
s = log x , x = e
Done : |
log ¢ =5, 08T — o
et
elog (.2 elog x, +logax,

x, . ¥, — logx tlogz,

finalement :

e’1 . o%a — 851+S2 .

R. SuppanTscHITSCH (Vienne).
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