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LES FRACTIONS CONTINUES
DANS LA THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES NOMBRES1

1. — Désignons par Ew la partie entière du nombre positif non
entier m ; la quantité m — Eto est </ 1 et peut être mise sous la

1 1
forme —, ou' étant /> 1 ; de même, of — Eo/ — of étant > 1.

to to

En continuant ainsi jusqu'à un terme quelconque Sè, qui sera
commensurable ou non en même temps que m, — on aura le
développement de o) en fraction continue,

^ Eco" + 1

Q

qu'on représente plus simplement ainsi :

to m j Em Em/, Eto" Q |

11 ne s'agira ici que des valeurs de m fractionnaires ou irrationnelles

du deuxième degré.
2. — Algorithme d'Euclide. Continuants. — Soient deux nombres

positifs N, A, et le premier plus grand que le second. Posons :

N ak + B A — bB + G B cC + D

F £G + H G ÄH + I

a, h, c, désignant la partie entière des quotients successifs de

1 Les fractions continues fournissent bien des démonstrations d'importants théorèmes de la
théorie des nombres; mais ces démonstrations, indirectes et souvent compliquées, ne peuvent
être présentées que comme vérification. Par suite, il faudrait éviter de les mettre en tête d'un
traité des nombres, car elles ne permettent pas d'entrer assez rapidement dans le sujet. Au
contraire, leur rôle d'application des théories élémentaires paraît tout indiqué.

C'est dans cette idée qu'a été écrit le présent article : ce n'est donc pas une théorie spéciale
des fractions continues, avec, comme corollaires, des applications aux propriétés des nombres ;

mais, au contraire, la suite d'une étude des nombres où il est fait appel à cette théorie, ce qui
a permis de simplifier plusieurs démonstrations. Cette étude, — amenée d'ailleurs par l'exposé
des solutions des équations ax— by 1 et xz — ayz 1, auxquelles se réduisent celles des

congruences des deux premiers degrés, — est complétée par l'énoncé des questions élémentaires

les plus importantes relatives aux fractions continues, de manière qu'on trouvera réuni
ici ce qu'il est le plus indispensable de connaître sur ce sujet.
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N par A, de A par B, de B par C, et B, C, D, les restes
correspondants : l'ensemble de ces opérations constitue ce qu'on
appelle Xalgorithme d'Euclide.

On a :

N I H
(î) Â r'h " h' i a b h + ~

et cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
Les nombres N, A, B, C, décroissent de plus en plus. En outre,

ils sont entiers et premiers entre eux si N et A sont eux-mêmes
des nombres entiers premiers entre eux.

Ecrivons

(0) — 1 (a) a (a, b) z= (a)b -j- (0) —: ab -J- 1

[a, b c) (a, b) c -j- (a)

et en général,

(a) (a f, g, h) — (a f, g)h + (a f) ;

Ces expressions sont appelées les médiateurs (Kramp), les cumulants

(Sylvester), les objectifs (Dormoy), ou les continuants (Muir)
des nombres a, b f g, h. On les voit définies pour la première
fois dans YAlg. de Saunderson.

On peut écrire :

(a f, g) G + (a f) H («... f, g, h)H + (a f, g) l

Les binômes analogues au premier membre ont donc une valeur
constante, égale par conséquent à

(a, b) B + (a)Cz= (ab + 1)B + a(A — bB) N

Ainsi en général,

(2) (a g, h) H -j- (a g) I N

De même on a :

(b ...f, g, h) H + (b...f, g)I A et (c f, g, h) H + (c f,g)l B

d'où

(3) T=\a,b ...f,gth 1Ni. t (a h)E -f (q g)l
(b Ä)H + (b *)I

N ak + B [a(b h) + (c h)]U + [a(b g) + (c ...g)] 1

Comparant cette dernière relation avec (2), il vient

(P) a(h h) + (c h) (a f, g, h)
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Or, de (a) on tire, en changeant <2, ft, g, h, en h, g, b, ay

(y) (A «) a (A A) -j- (A c)

Mais on a :

(c, b) cb + 1 (b, e)

(d, c, b) z= (d, c) b -f- (d) — (d c + 1) b -f- d — (b c -f- ^ d -j- b

(b, c)d + (6) (b, c, d)
Donc

(d, c, b, a) r= a (d, c, ft) + (d, c) a (b, c, d) -j- (c, J) — (a, b c, d)

En général, on a cette importante relation, due à Euler,

(4) (a h) (h a)

3. — La somme des deux expressions analogues

(b h) (a ...g) — (a h)(b £•) et (A... g) {a /] — (a...g)(b .../*)

est identiquement nulle, ce qu'on voit en remplaçant les expressions

(a h) et [b h) par leurs valeurs

(a g)h + (a f) et (b g) h + (b f)

Ces deux expressions ont donc des valeurs égales et de signes
contraires, que de proche en proche, on arrivera à représenter
ainsi :

-f- (b c) (a b) Ijp (a., b c) b — -f- (Ac -f-1) (ab -f- 4) Ip (abc a -\- c)b — H- 1

On a donc :

(5) (b g, h) (a, b g) — (a, b g, h) (b g) (— if
l désignant le nombre des quantités a, b g, h (Saunderson).

Or on a :

(B) -A — (b g)G (b f)H N (« *) G + (a f) H

d'où
(ft g) N — (a, ft g) A + H •

Si A et N sont deux entiers premiers entre eux, on finira par
trouver H 1 et J 0, ce qui donnera

(6) (ft g) N — (a- g) A ± 1

(7) (ft .„ ft)N — (a A) A 0..
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Euler a encore donné la relation suivante

(8) (a b, c, d, e f) (a b, c)(d, e f) + (a b) (e f) ;

qui se déduit de la comparaison des coefficients de H dans la
seconde relation {§) et dans celle qu'on trouve en remplaçant C et D
dans cette autre

N — {a b, c)C + (a b)D

par les valeurs
C (d, e f, g) G + (d, e f) H

D (e f, g) G + (e f) H

4. — La formule (6) fait voir que A et N étant des entiers
premiers entre eux, on peut toujours écrire N.r — Ay ±z 1, ainsi
que N#' — Ay' — =F f Ies signes étant convenablement choisis, en
faisant dans le dernier cas, x' A — x, yr N — y. De là, la
démonstration du lemme fondamental [Ens. Math., 1907, p. 287)
et le moyen de résoudre l'équation du premier degré à deux
inconnues Nx — Az/~ML

Les formules (7) et (a) donnent

iQ\ (a f> 8> h) — (a • • • fi g)/l + ': û
A (b f, g, h) (b f, g) h + {b f)

h désignant le quotient correspondant à H =r 1. Comme d'ailleurs
en général d'après (5), les continuants (a g) et [b ...g) n'ont
aucun facteur commun, on peut dire que de (8) on déduit les
égalités

(10) (a h) N (b h) =z A

Les expressions

[a) {a b) {a, b, c) (a b c, d)

T (b)
' ~Jb, cy '

(/>, c, rf) '

N
sont dites les réduites de De la sorte, si une quantité
quelconque est définie par une fraction continue j a, b, c | on en

1 On a des tables de solutions toutes faites, par exemple le Canon mathematicus de Jacobi
(Berlin, 1839), qui donne les solutions primitives (inférieures à p) des deux congruences
gx a et ga — x, g désignant une racine primitive de p pour p <; 1000.

Soit à résoudre ax — py fi, on cherchera les nombres A et B tels que gA a et £-B fi •

B—A '
on aura : x ~ g

A défaut des tables de-Jacobi, on se servira de celle de Gauss (Disq. Arithauteur de cette
application des racines primitives; ou de celles d'Ostrogradski, insérées dans les traités de
Tchebichef et de Gahen; ou celles de Lebesgue {Tables numériques, Paris, 1866). Celles de
Gauss s'arrêtent à p — 97; les secondes hp 197.
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trouvera les réduites à l'aide des formules qui précèdent. Dans le
cas de N et A entiers, on a vu que leur nombre est limité; si N
et A sont incommensurables, le nombre des réduites est indéfini
et on peut s'arrêter à un terme quelconque, qui est alors lui-
même incommensurable ; si on a, par exemple,

to — | a, b, c e, f, g, Q \

on peut écrire

(11) __(a f, g, Q) _ (a f, g)Q + {a f) 1

'
(b g, Q) (b f, g)Q + (b /')

(voir exercices nos 1 à 11).
5. — Supposons que les entiers a, b, c soient en nombre

impair et leurs valeurs, symétriques, de sorte qu'on puisse les
écrire a &, c, d, c, b, a ; (8) deviendra

(12) (« b c, d, c, b a) — (a b, c) [(a b, c, c?) -f- (a b c)] ;

on peut encore affirmer que (a c, c, & a) est un nombre
composé, à moins que (a c) ne soit égal à 1, ce qui ne peut avoir
lieu si a > 1.

Si ces mêmes entiers sont en nombre pair et leurs valeurs
également symétriques, on aura :

(13) (a c, d, d, c a) (a c, d)2 -f- (a c)2

Soient A, A', A", les entiers premiers avec N et inférieurs à
la moitié de ce dernier ; les quotients de N par ces mêmes nombres

i i i m c • (a, b e, f)auront leur partie entiere plus grande que 1. boit

la dernière réduite de ï ; on auraA 7

N :— (a b e, f) et A — (b e, f)

De même la fraction (a> b e » f) a.pr£s calcul des continuants
(a, b e) ^

et réduction en fraction continue, donnera [a, b e) égal à un
des nombres A, A', Ainsi, à chacun des nombres A, A',
correspond un autre nombre qui donne un continuant semblable,
sauf qu'il a un terme de plus à droite et un de moins à gauche.

1 La formule (11) se déduit directement de (a) en remarquant que la supposition

(b c £I) 1
| b, c il | entraîne la relation \ a, b, c £l \ — a -\-

{c £1) \ b, c £1 |

a{b, c £1) + (c £1)

(b, c £1)
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Dans le cas particulier où N est un nombre premier 4+1, les
N 1

nombres A, A', ne sont autres que les entiers 2, 3, 4, —^—
qui sont en nombre impair : il faut donc qu'un de ces nombres,
par exemple A!", se corresponde à lui-même. Si a, b, g, h sont

N
les quotients qui résultent du développement de en fraction

continue, on a évidemment (a, b g) (A, g b) ; le continuant
(a, b ...g, A) est donc symétrique, et il ne peut être formé d'un
nombre impair de termes, puisqu'on a : a >> 1, et que, d'autre
part, N est premier.

On a ainsi la démonstration de ce célèbre théorème de Fermât :

tout nombre premier 4+1 est une somme de deux carrés, et un
moyen facile d'en déterminer la composition (Smith). (Voir exercices

nos 12 et 13.)
6. — Lemme. L'entier y variant de 0 à A, et w désignant un

nombre irrationnel, appelons x l'entier 1 + E [ym) immédiatement
supérieur à yw ; on aura 0 < x — yw << 1. La valeur de x — yw
est comprise entre deux des fractions j j ~ Comme il
n'y a que A intervalles et que y, et par suite x — yw, peuvent
prendre A + 1 valeurs, il y a au moins un intervalle comprenant
deux valeurs de x — yw, et on peut écrire :

0 < [x' — y'w) — (x" — y"<o) < j ou 0 < (x' — x"). — (y' — y") w < j ;

y' — y" est une des valeurs de y ; donc, en écrivant x' — x" x,
il vient

(£) 0 < x — yw < 7 < -A y

Prenons h! assez grand pour que la plus petite valeur de x — yw
soit > -p ; on obtiendra, de la même manière que tout à l'heure,
un autre couple g, rj, qui donnera une nouvelle solution de +, et
ainsi de sufte.

Par conséquent, on peut toujours trouver une infinité de couples
de valeurs de x et de y satisfaisant à la relation x — yw + ~
(Lejeune-Djrichlet).

Cor. Posons w jn ; on peut trouver une infinité de solutions
de l'inégalité

(A) 0 <[ x — r/n < --
J



190 A AU BR Y

ce qui permet d'écrire

o < X + j-j/TT < - + 1y\/n

et, en multipliant,
1

0 < a?2 — /?y2 < — + 2|/rc < 1 -f 2|/a*

Ainsi, 0 désignant un certain entier compris entre 0 et 1 -|- 2 Vn
Véquation x2 — ny2 =—9a une infinité de racines (id.).

(Voir exercices nos 14 et 15.)
7. — Problème de Fermât. — Si n désigne un nombre non carré,

F équation t2 — nus 1 a une infinité de solutions. (Fermât).
Démonstration de Lejeune-Dirichlet. Parmi l'infinité de couples de
solutions de x1 — ny2 Q, il ne peut se trouver plus de 92 couples
tels que x et y divisés par 9 donnent pour restes toutes les
combinaisons des nombres Inférieurs à 9. Il existe donc une infinité
de couples qui donnent les mêmes restes, et on peut écrire :

x'2 — ny'2 — x"2 — ny"2 0 x" — x/ a0 y" — y' -J- ß0

i
d'où, en posant 1 + ax' — nßy' — t, ayf — ßx' u,

(x' ip y' (/n [x" rt y" [/n) 0 (t ip u\/n

ce qui conduit facilement à l'équation t2 — nu~ 1, où u est
différent de zéro, car autrement on aurait

i — Hb 1 et xf -r- y' \/n — + (x" — y" \/n)
ou bien

x' ==z + x" et y' + y" ;

or x' et xJ' peuvent être supposés positifs et inégaux, de même
que y' et y".

Cor. 1. Soit x — a, y — b une solution de x2 — ny2 1 ; les
expressions

-xk — ak. + Ck.2 ak~'1 h2n ^ n2 +
(li)

1 : y kak~lb+ C ak~3 + ak"b +
v Jk k, I

1

A,5
1

en donneront une infinité d'autres, en faisant k 2,3,4,
(Euler). En effet

oc ± y |/n — (a ±'b\/n )k d'où x2^ — ny2^ 1
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Les formules (14) peuvent s'écrire

ïx (a + b[/n)k + (a — b[/n fk •
k

2yk\/~n (a -1- b\/lï)k — (a — 6/ zi )* •

Les solutions forment deux séries récurrentes dont Véchelle est

2a et — (a2 — /z£8) — 1, c'est-à-dire que ^+1 2^ —

et 7/*+1 — 1
"

IL, Soit (;r1 z/4) la solution en nombres minima, et soit (w, c)

une solution non comprise dans la série (xi, z/4), (;r2, z/2), [x3,y3),...
On peut écrire < u < .r et il s'ensuivra yk < c < z/^

Par suite on aura

** +yyT<11+ < Vi + 5't+i^ "

Le dernier membre est égal à

_ _ ^+r1i/""
K + i'iV " K + y, V 77—

'•

on a donc :

1 < ~nV-'k'+ _ ^ + JjV " ^

or (zz.r — nvy.Y2 — nivx, — ^£/J2 E On aurait ainsi une solu-
/C /C v / K

tion en termes positifs et moindres que xx, z/4 ce qui est contre
l'hypothèse, laquelle est donc à rejeter. (Voir exercices nos 16 à 21.)

8. Algorithme d'Etiler. — Soient a' la racine E V n du plus
grand carré contenu dans l'entier n, et a!' le reste n — a'8.
Considérons la septuple série

a' V d' e/ r » à'

a" b" d!' e" f" 07/
Ö h"

a. ß B £ T T\

a b d e f 0 h

a.' ß' V s' ?/ ï\ V'

A' B' D' E' F7 G' H'

A B D E F G H

dans laquelle les termes f et f" supposés connus, les termes qui
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suivent ceux-ci sont déterminés par les lois générales suivantes :

V nf'M T=
V fJ (9) f= E? «

,A_ n — g'1
(X)

V"» - g'' _ g"
\ O i'U » \ / T J- H w / / »

/ t y n + g

(p.) F7 («'» a, b e, f) (v) F (a, b,...e,f).
Les termes représentés par des lettres grecques sont irrationnels;

tous les autres sont entiers : on voit en effet que si n —f'2
est divisible par f", il en est de même, d'après (l) de n — g'2 ; or
n — a'2 est divisible par a!r : il en est donc ainsi en général.

L'algorithme renfermé dans les formules (37), (0), (*), (*), (A),

connu probablement de Fermât et entrevu par Bonbelli, Gataldi
et Wallis, a été présenté explicitement par Euler et démontré
par Lagrange. 11 résulte immédiatement de la décomposition de

y n en fraction continue, comme il a été dit au n° 1.

(Voir exercices nos 23 à 26.)
9. — Si on a 2 V n > V n -f- f > f >> 0, il s'ensuit (p > 1 et, à

cause de (0), 1 >9— f^> 0. Comme, à cause de (37), de >) et de (A),

on a :

(17) 9-f=?>-
(A) donne en outre

(18) f" + g' >^>g'etI/V+ g' > g" > 0

d'où

(19) 2/T> /V + g' > g" > 0

Ainsi, de l'hypothèse où on s'est placé, on conclut que les
nombres ^ n + g' et g" sont également compris entre 2 y n et 0 ;

et, puisque 2\/ n y /z + a1 > <7" > 0, cette propriété est générale.

Les nombres a, b, f, g, sont donc ^ 1 et ^ 2a' : ils forment
par conséquent une série pouvant être partagée en périodes d'un
nombre fini de termes, puisqu'ils ont des limites finies et se

reproduisent d'après une même loi, ce qui fait que la combinaison

f, fpar exemple, doit se retrouver nécessairement, ainsi
que le nombre f\ qui dépend d'elle. •

Cor. De f' << yiï, on déduit,

(20) ff r + g* < v7 !» + g'
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Or / est entier et positif, donc, à fortiori,

f" a"
(21) 1" C Vn +

V n — g'
d'où

/
s/ n + h'

(22) o" > / n _ g' — s/n + hf — gg" et g> ^ 1 •

o

Mais, par le changement de f,f,et en g, g" et A', (20)

fournit la relation
\'lï +

(23) g < ——;

&

des deux limites de g qu'on vient ainsi de déterminer, on tire
cette formule de Lagrange

LV + h'
(24) g= E—T—.

O

10. — 11 est aisé de voir qu'on a :

\ ^ \ \\/ n a' + - a. a + ~œ + - y # +

Le nombre V11 peut donc se décomposer en une fraction
continue illimitée

(25) | a', a, b, c. d ; e f g, h ; e /', g, h ; e

dont les termes sont périodiques et ^ 2«' : cette expression (25)

peut d'ailleurs se remplacer par une infinité d'autres fractions
continues limitées dont le dernier terme est irrationnel. Ainsi
on a :

(26) / n — | a', a, b, c, /', y | — | a', a e f f, y |

Par exemple, pour /z 19, on a les valeurs suivantes de a\ b',
a", b", et a,

4,2,3,3.2,4; 4...
3,5,2,5,3,1; 3

2, 1, 3, 1, 2, 8 ; 2

ce qui donne

/Ï9 + 4

3 |2,l,3,l,2f8; 2,1,3, 1,2,8;.. |

(Voir exercices nos 27 et 28.)

L'Enseignement mathém., 14e année ; 1912.
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11. — Considérons les couples cf, c"; d', d"; e', e"; et g*', g";
A', A" ; e', e" ; arrêtés à un même couple e', e". On a, d'après (h)

d'V + e'2 h" e" + e'2 d'où d" Ä"

et, à cause de (24),

d E^ — A d'où dd" — e' A'
d"

et de là,

c" — g" c — g cr — g' çt ainsi de suite.

On conclut de ce qui précède que la période commence au
premier terme même de la série, ce qui fait qu'on peut écrire

(27)

#
%

\ n — \ a', a f h \ a f h ; a f, y |

l zz: | a', a h ; « f h ; a \

Mais d'après (*j on a : a"h!' — n — a'2 — a''. On en conclut que

n — h'2

h"
Ji" zz: 1 h — E/ n a' — 2a' h' — M" — a' ~ ar

(Voir exercice n° 29.)
12. — A cause de (11) on a :

'28'
'

d'où, en remplaçant y par sa valeur ^ n & effectuant et égalant
g".

séparément les parties réelles et les imaginaires de l'égalité résultante,

(29) FY + E'g" F n

(30) Fg' + Eg" F'

Multipliant (29) par F et (30) par F', puis retranchant, il viendra,

en remarquant que*, suivant la parité du nombre des termes
a', a, b, f, on a F'E — FE' ~ h- 1. la relation

(31) F'2 — n¥* ±g"
Ainsi l'équation :v2 — ny2 N est toujours résoluble, d'une

infinité de manières, à l'aide des formules (37), (0), (*), (*), (A), iy,)

et (r), si N est l'un des nombres — a", — c",
Puisque l'un des nombres a", b", est égal à 1, l'équation

«r2 — ny1 — Hz 1 est toujours possible, en choisissant convena-
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blement le signe : on posera en conséquence x Gr, y G,

g a' étant l'avant-dernier terme de la période. Si le nombre
des termes de celle-ci est pair, il faut le signe et les valeurs
de x ne sont autres que les termes de la série

G' (a a g) G2— (a ...g, h, a g)

Gs — (a g. h, a g, h, a g)

tandis que si les termes de la période sont en nombre impair, les
termes de rang impair de cette série seront les valeurs de x dans
S2 — ny2 — 1, et les termes de rang pair, les valeurs de x dans
x2 — ny2 1. (Voir exercices nos 30 à 35.)

13. — Désignons par D, D2, D3, et DA', D2, D3, les
continuants

(a c, d) (a c, d, e, f a d) (a d d d)
et

(a', a c, d) (aa d d) .(«' d d d)

correspondant au même quotient On a d'après (*), en .appelant
P et Q les continuants (e, /... a c, d) et (/*... a c, d),

(32) Dt PD^ + QC^ D; PD;_t + Qc;_t

Les expressions D, D2, D3, peuvent clone se calculer par
récurrence. On peut aussi les déduire des considérations suivantes :

introduisons dans la relation

,/— D*—1 £ + C£-1
V n —

D£-l £ + C/t_1

les valeurs cle Ck_x et de Q__l tirées de (32), il viendra

(33) d; - DkS/n (P - Q6) (D;_f - /TT) ;

remplaçant s par sa valeur ^ e
et séparant les parties réelles

et les imaginaires, ön aura deux égalités permettant de déduire
D'k et de et DA_t

Cor. Dans le cas particulier où ces continuants correspondent à
1 avant-dernier terme g de la période, e devient y \/~n -f- a' et
en outre on a :

P (h, a g) — (2a', a g) — 2a'G + (b g) — a'G + G'
Q (a g) G
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d'où

(31) Gk — Gkf n — (G/ — G\/ n (G^ ^ p/ n

et par suite

(35) G* — Cx^VTT G' — G\/~JT)k

D'après ce qui a été dit au n° 7, cor. Il, G' est la plus petite
valeur de x satisfaisant à l'équation de Fermât x"2 — ny*2 i, et

G„ G les valeurs suivantes. On a ainsi tout à la fois une
nouvelle démonstration de la possibilité de cette équation et le

moyen d'en trouver les solutions.
(Voir exercices nos 36 et 37.)

Exercices.
1. On a :

| <ï -j- a, | =: oc —{— | a b | ; | ...a, 0 b | ïs: | a b | ;

1 — a, h, c | «— | rt — 1, 1, b — 1, c | ; | « b | | a h — 1, 1 | ;

| a — b t | | a — 1, 1, b — 1, — c | | a — 1, 1, b — 2 1 c — 1 | ;

I — «J ak | (— l)4 | at | ;

| a, A g,h|(6 g, h)| A. g A, « | (a, A °) ;

| « b c ] X | G., c | X X | c | («, b c)

2. Les réduites sont des fractions irréductibles. Conséquence
de (5).

3. Les valeurs des réduites oscillent autour de celle de la fraction

continue, en s'en l'approchant de plus en plus. La première
partie de ce théorème est une suite de la génération des fractions
continues ; la seconde suit de ce que

[a h) [a g) H- 1

(b h) [b ...g)~~{b h) (b g)

Cor. I. La différence de deux réduites consécutives diminue de

plus en plus.
II. La valeur d'une fraction continue est plus p/'és de la ke

réduite que de la (k — l)e.
4. Toute réduite approche plus de la valeur de la fraction

continue qu'une fraction quelconque dont les termes sont plus petits.
Ces propositions entrevues par Wallis et Huygens, ont été démon-
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trées par Saunderson, à qui est due la relation donnée à l'exercice

3.
5. Les réduites correspondantes des développements en fractions

continues de deux fractions irréductibles dont la somme est égale à
Vunité, ont elles-mêmes une somme égale à Vanité (Stouvenel).

A' I d' ß'
6. Soit a 1), - —- et a b, — — on aura:'c| A | d B '

A' + B' _
I

z
c' -f dV

A + B — | —+J
7. On a :

(a, b, c, d, e h) (a) 1

(Ed. Lucas.)

(b c d, h) 1 (b) [b c) [b c) (b c, d)

+ WX7dvk~c7d-X) - (Eule,M

8. Le nombre des termes du continuant de k lettres est égal au
ke terme de la série de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, ir — u, + u,7 ' ' ' ' k-fl k 1 k — 1

(Ed. Lucas).
9. Si (b h) (a g), la suite a, b g, h est symétrique, et

réciproquement (Legendre). En effet

(a, b g, h) (a h)— j— \ a h \ et — \ h a \

[b g, h)
1

[a g)
1 1

Si {b h) [a g), et dans ce cas seulement, | a h \

| h a | Or une quantité donnée ne peut s'écrire que d'une
seule manière en fraction continue.

10. Démontrer la relation

(a b, c, d e, f, g h) \d e) — (a e) [ê h)

(— 1 Y(a b)(g h)

t désignant le nombre des quantités d e. (Kramp.)
11. Soit N —A + - « — a + -ß

ß — b on aura :

c

12. On a :

Naß yBs i= (A, a, h c, d)z + (A, a, b

~ (A a, b c d, e) (Lagrange.

(a, b c, d, d, c b, a) (b c. d, d, c b)

— (a, b c, d, d, c b)2 -f- 1
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d'oii la decomposition da nombre A2 -f- Y en deux facteurs, qui
sont eux-mêmes des sommes de deux carres (Smith). On élève au
carré les deux membres de l'égalité

(a d) (b c) — (a c) (b d) =z + 1

et on utilise la relation (13).
13. Démontrer la relation

(a b c, d e, f, f, e d)2 -f- (a ••• 02

[(a b, c, d e, f)2 -f- (a b, c, d, e)2] [(c? e, /")2 -f- (c? e)2]

Conséquence de (13) et de l'exercice n° 10.

14. Soient w=^ et x et y tels qu'on ait

0 < x — yj < j d'où bx — ay < j ;

soit k l'entier immédiatement supérieur à V b Comme y <^k,
on peut écrire y2 b <C k2, et de là

(bx— arf<^ <
(£) (foe — ay)2 -f- hy2 < + hy2 < (A -|- 1)&

Si donc a2 -f- h est multiple de b, il en est de même du premier
membre de (J), de plus il est positif à cause de sa forme : sa
valeur est donc l'un des nombres 4, 2b, 3b, hb.

Soit h 1 ; on aura (bx — ay)2 y2 — b, puisque le premier
membre a une valeur inférieure à 2b. Donc tout diviseur de a2 —1
est lui-même une somme de deux carrés (Fermât). Cette démonstration

est due à Hermite.
Faisant h 2, puis H' 3, on démontrera de même, avec Le-

besgue, que le premier membre de (g) est égal à b et que, par
suite, les diviseurs de a2 -j- 2 et de a2 -|- 3 sont respectivement de la
forme x2 -f- 2y2 et de la forme x2 -f- 3y2 (Euler).

Cor. I. L'égalité x2 -f- 1 ny2 ne peut avoir lieu qiCautant que n
est une somme de deux carrés (Lagrange).

II. Les équations x2 -j- 2 y3, x2 -f- 4 y3 ne sont susceptibles,

la première, que de la solution (5, 3) et la seconde, que
des solutions (2, 2) et (11, 5) (Fermât). Démonstration d'Euler.
1° y est de la forme J2 -f- 2rf : on posera donc x + V-2
— (S + V V— 2)3, d'où t/(3£2 — 2rf) 1. Il n'y a que la solution
possible g 1, rj 1.

2° y est de la forme £2 rf. On fera en conséquence (x -f- 2 V— 1)

— + 7 V— 1)3> d'où ?(3£2 ~ ^2) — 2, ce qui donne £ rj 1

ou J — 1, rj 2.
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15. Si un nombre 9 peut se mettre sous la forme x2 — ny2, il le

peut d'une infinité de manières.
16. On a : x.2k -)- z/<lkY n — [xk -f- y^Y n)"2'> d où x2k xk -|- nyk

2x*k — 1. Donc 2(2^ -f- 1) est un carré (Ricalde).
17. x9 t ± 1 est divisible par x4 zh 1, ££ quotient est un carré

dans les deux cas f Palmström).
18. Equation x2 — ny2 — 1. Elevons au carré les deux membres

de cette équation; il viendra

(x2 -f- ny2)2 — n{2xy)2 — 1

d'où, en désignant par (a, b) une solution de x2 — ny2 1,

2(x2 -f- ny2) — (a hf n l (a — bd n

2\f n (2xy) — (a bd n — (a — b / n ;

2 /t
{x ±: jY n ~ {a zb bv n

ce qui donne
(a2 — nb2)k — (x2 — ny2) ~ 1 ;

les valeurs impaires de k fournissent donc les solutions de l'équation
x"1 — ny2 — 1, si elles existent (Lagrange).

Cor. I. Si (ar, b') est la plus petite solution de x2 — ny1 — — 1,
la plus petite de x2 — ny2 1 est a ~ 2a' -|- 1, b 2a'b'. Donc
x"2 -)- 1 ~ ny1 a ou n'a pas de solutions selon que la plus petite

1
valeur a est ou n'est pas de la forme —N2 -f- 1 (Realis).

Ainsi la plus petite valeur de a pour

n 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17,
étant

a — 3, 2, 9, 5, 8, 3, 19, 10, 7, 648, 15, 4, 33,

l'équation x2 — ny1 — — 1 est résoluble si n — 2, 5, 10, 13, 17,
auxquels cas correspondent les valeurs a' 7, 2, 3, 18, 4,

II. On a :

[b2 k — a)2 — (b2k2 — 2ak + n) b2 — — 1

Soit a2 — nb2 — 1. On pourra ainsi, connaissant une valeur
de n conduisant à une solution, en trouver une infinité d'autres.
La valeur n C2 -f- 1 est dans ce cas.

III. Soient a2 — nß2 1 et a2 — nb2 y ; les solutions de
x2 — ny2 ~ y sont

.x aa + nb\3 y — ab + ßa

formules données par Brahmegupta et retrouvées par Euler.
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19. Soit (a, b) la solution primitive de .x2 — ny1 1. On aura
[a + 1) [a — 1) nb2. Si n est un nombre premier, et qu'on fasse
b fgh, on aura l'une des relations

a -f- 1 — fg2 n et a — 1 fh2
ou bien

a + 1 fgl et a — 1 — fh'*n
d'où

f(h2 — ng2) — — 2 ou f(g2 — nh2) — 2 ;

f ne peut donc avoir que l'une des valeurs 1 ou 2 ; de là, quatre
cas à examiner :

(o) h2 — ng2 — — 1 (tu) g2 — n h2 — 1

(p) k2 — rc°2 — 2 fer) *2 — nh2 2

La supposition (tf) est à écarter, car (or, b) ne serait pas la plus
petite solution de l'équation proposée.

Si n est un nombre premier 4 + 1, quelle que soit la parité de g
et de h, les relations (q) et (<rj ne peuvent avoir lieu : la seule
possible est donc (o), qui doit dès lors être toujours satisfaite, puisque
x2 — ny~ admet toujours une solution.

Donc si n est un nombre premier 4+1, Véquation x2 + 1 — ny2
est toujours possible (Legendre).

En outre on a une nouvelle preuve de cette proposition de
Fermât : tout nombre premier 4+1 divise x2 + 1 (Id.).

Si n est de la forme 8 + 3, (o) n'a pas lieu, d'après ce qui
précède, et on démontrera aisément que (<r) non plus ne peut avoir
lieu. La relation [q] est seule vraie dans ce cas, et on peut donc
dire que pour n premier de forme 8 + 3, Véquation x2 — ny2 — 2

est possible et, avec Eu 1er, que n divise un nombre de la forme
x2 + 2 (Id.).

Si n est de la forme 8 — 1, on démontrera, par des moyens
semblables, que la relation [a] est la seule possible. Donc, dans ce

cas, Véquation x2 — ny2 2 est toujours soluble (Id.).
On trouvera d'autres théorèmes du même genre mais moins

simples dans la Th. des n. de Legendre, ainsi que dans les Werke
de Lejeune-Dirichlet.

20. Si (a, ß) est la solution primitive de .x2 — ny^ 1 et qu'on ait

(t) f — ng2 — N

on aura cette autre solution de .x2 — ny1 N.

(u) (fcL — ngf>)2 — n(ß — gu)2 — N

Si on remplace a et f par leurs valeurs V nß2 + 1 et V11ff1 + N#

on verra immédiatement que fa — ngß 0 ; donc la solution



FRACTIONS CONTINUES 201

donnée par vesten termes plus petits que ceux de r si on a

fa— ngf.i < f d'où (fiß2) l)2

et par suite
- /(a + t)N /(« — 1)N

f>\. 2
6t * V

L'équation x* — — N peut s'écrire — nx- «N ;

donc si [nf, g') est une solution de cette dernière équation, on

en aura une autre en termes plus petits pour

ou bien

/(ct + HnN ^ /(«— 1)"N
"f > V 2

61 * > V 2

/(a + 1) JN

^ /[r>\J—û~ a >>V-
1)N

Ainsi, « désignant la plus petite valeur de x satisfaisant à V équation

x2 — ny2i 1, s/ l'équation x2 — ny2 ±N est possible, elle a
v /(a ± 11N /la =f= 1)N

racines positives inférieures, x a i/ etja w —

an"
Par exemple, pour /z — 2, les limites sont \/2N et w —

/SN /N~- 3" Vt et Vï '

— 5, V5X et y/|N

(T.chebichef)
Cor. Soient (a, b) et (c, d) deux solutions de x2 — ny2 N, on

aura:
(o) (ac ± nbd)'1 — n{ad + bc)2 N2 ;

et, sz so/z£ dans les conditions indiquées plus haut, N composé

; en effet on a :

(y «c + N -j- ^—N aN

Si ac zb nbd était divisible par N, il en serait de même de
ad Ht ôc, d'après (y), ce qui donnerait une solution de x2 — m/2 1,
où la valeur de x serait <C d'après (/), ce qui est contre l'hypothèse.

Ainsi aucun des deux nombres ad± bc n'est divisible par N.
On démontrera de même, dans le cas de N négatif.
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Or le produit de ces deux nombres est divisible par N, car il est
égal à

a2d2 — h2c2 ± (d2 — 62)N

et par conséquent on trouvera deux diviseurs de N en cherchant
le p. g. c. d. de N et de chacun des deux nombres ad ± bc (Id.).

21. Applications. I. Les identités

(ha2 ± l)2 — h (ha ± 2) a2 1 (2ha2 ± l)2 — h (ha2 ± 1) (2a)2 1

donnent la solution du problème de Fermât dans un grand nombre
de cas.

Soit ax2 — by2 1, il viendra (2ax2 — l)2 —:ab(2xy)2 1. De
là le moyen de trouver les solutions de x2 — aby2 — 1 quand on
connaît celles de ax2 — by1 1.

Si ax2 — by1 2, on aura (ax2 — lj2 — ab(xy)2 1 : conclusion

analogue (Realis).
II. a et b étant premiers entre eux, de même que a et ß, si on

peut écrire
a2 — nb% — a2 — nß2 N

il s'ensuit la solution de Véquation de Fermât. En effet a-a2 — n2b2ß2
est divisible par N ; un et un seul des deux nombres aa ± nbß
est divisible par N, car autrement leur somme 2aa le serait ainsi
que a ou a. Appelons P celui de ces deux nombres qui est
divisible par N, et Q celui des deux nombres ba zt. aß qui a le même
signe que P. On a :

(aa + nh[if — n(ha + a{l)2 — N2

P étant divisible par N, il en est de même de Q, et il s'ensuit

— n : f • (Lejeune-DirichletJ

III. La considération du carré et du cube de a±by/ n
conduit, par multiplication des deux couples d'expression ainsi
obtenues, aux identités,

(a2 -j- nh2f — n(2ahf — (a2 — nh^f

a2(a2 + 3h2n)2 — h2(3a* + h2n)2n (a2 — h2nf

dont la première montre que si a2 — b2 n ± 2, (a2 =F 1, ab) est
une solution de x2 — ny2 1 (Lagrange) et que pour a2 — nb2

dz 4, (a2 2, ab) en est une de x2 — ny2 4 (Cayley).
Pour a2 — b2n ± 4, la deuxième identité se ramène à une

équation de Fermât (Lagrange). La supposition a2 — b2n — -+- 2

fournit une solution de x2 — ny2 ~+ 1.
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IV. Soit à trouver les triangulaires qui sont en même temps des
carrés (Euler). On a : or2 -x 2y2 ou (2x -f- ^)2 '— 2(2z/)2 — I-
On est ramené à l'équation X2 — 2Y2 — 1, dont les racines sont
X l,3, 17, 99, 577, 3363, X,i+i 6X„ — X„_i

V. Trouver les nombres dont les carrés diminués de Vunité
donnent des triangulaires.. (Euler). Solution analogue.

VI. Trouver deux nombres dont le produit, ajouté successive-
ment à chacun d'eux, donne des carrés (Diophante). Posons
y m — A, s — w 1, l'égalité xy -f- x z2 deviendra

4^2 — 4(X — 1)x — (X + l)2 d'où 2x — X + 1 ± \/2Xr+~2

On est conduit à résoudre 272 j- 2 [2pif ou X2 — 2p? — 1.

VII. Soit r l'excès de x sur le plus grand carré qui y est contenu.
Déterminer x de manière : 1° que rx soit un carré ; 2° que rx
surpasse également de r le plus grand carré qui y est contenu (Brocard).

1° On a :

x — 7' f ' rh2 + r) *2 •

Posant s =r rz', puis y ry', il vient z'2 — ry'2 i.
2° On a :

x _ r __ y
$

t r (y _ s2 r

Posant s — rz', il vient

(à) j2 — /V2 — r + 1

Si, (ä, £) est une solution de x2 — /7/2 — i? jh ± a, a ± b) en est
une de (ip). D'ailleurs z2 est le plus grand carré contenu dans
r(y2 + r)> car autrement on aurait successivement

r 2z 72 4 (rj2 -J- 72 — r) 3/' -j- 4 4j2 ; or r <[ 2j

22. Dans le second membre de l'identité

(w) / 72 — a' -f-
a

t7 n -f- a'

remplaçons^/ n par le second membre lui-même ; puis, dans le
résultat, j n par le même second membre de (w), etc. On aura
une généralisation de fraction continue, dont les continuants se
calculent à l'aide des formules

G7 2cif F' + a" E' G 2a7F + awE
et on a :

G/2 — 7îG2 — (— a"f
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t désignant le rang de G dans la série des continuants A, B,... G.
Si on prend n a* — ci[, on a les solutions de x2 — ny"1 d't,
quelle que soit la parité de t (Landry).

23. Les périodes correspondant aux nombres a', ; a", et
a, provenant de la réduction en fraction continue des racines
carrées des nombres

an + 1 q'2 + 2 a'* -f- a' «/a 2a! — 1 an + 2a'

sont respectivement

a' ; a', a' ; a\ a' ; a' a' — 1 ar — 1 a' ; a', a'
1 ; 2 1 ; a', 1 ; 2a' - 1, 2 2a' — 1 1 ; 2a', 1.

2a' ; a\ 2a' ; 2 2a' ; 1 a' — 1 1 2a' ; 1 2a'

En déduire les fractions continues représentant les racines carrées
des nombres 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 23, 24,

24. Etudier les nombres qui donnent les périodes

aa, 2a' ; a', a, a, 2a' ; a', a b a 2a! ; a', a b b a 2a' ;

a', c, 6, a, 2«' ; etc. (Euler) 1

25. Les termes de la série 1, 5, 29, 169, 985, 5741, u
k~H

— 6uk — uk_i provenant de la réduction de y] 2 en fraction
continue, sont tous des sommes de deux carrés (Ed. Lucas), et sont les
seuls nombres dont les carrés sont égaux à la somme de deux carrés
consécutifs (Welsch, I. M., 1909, p. 17).

26. On & V 5 1 — 2 | 1, 1, 1, | ; les termes des diverses
réduites ne sont autres que les nombres de la série de Fibonacci
(exercice n° 8), lesquels représentent les continuants (0), (1), (1, 1),

(1, 1, 1), (1, 1, 1, 1), 2

Le ke terme de cette série est égal à

^i + /iry — /xy
vT

d'où il suit que si k est un nombre quelque peu considérable,
on a :

1,61803*

LX

pour la valeur de ce ke terme (13 in et).

1 Auparavant Saunderson avait étudié les cas | 1, 2, 3; | | 4, 1, 1, 1; | | a; |

a. b-, | \ a, b -, c, d, e ; c, d, e ; j C'est donc lui qui, le premier, a considéré les
fractions continues en elles-mêmes.

2 C'est une conséquence immédiate de ce même exercice n° 8.
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27. La période (n° 9) a au plus 2n termes, puisque < V et

g" < 2V7T.
28. Des relations (18) et (21), on déduit la suivante

f"+ g' >^> -S'
ce qui ne peut avoir lieu que si g'estpositif. Donc tous les termes
de la série du n"8sont positifs (Lagrange).

29. Sie"-- 1, on a: f' a', e e' + a', f" a", et la suite
se reproduit périodiquement. Conséquence de de [9) et de (*).

30. Démontrer les relations

CGTaß soy G'tj -f- F' aß b®j Gr) + F

et tirer de là une autre démonstration de (28) (Lagrange).
31. D'après (f), (*) et [X) on peut écrire

a'ß zz: uz 8'e ~ è'® — o'v ziz y'r) ~ rj'a 1

d'où

f -g + 2 fß' -6 + F «'=-«+£,
et de là

/ il — a' s/ n — h'

— — I g> f "• h>

f, — b, — a, ré |

L'expression y' se développe donc également en une fraction
continue inverse de celle de V n (Lagrange).

32. Supposons que dans la succession j, k, l /', s, on
ait r' V et r" zzz k" ; d'après (0) et (24), il viendra /• k ; et en

outre, comme on a :

y + /' kk" r' + s' — rr" j" k" + k/2 r" s" + s'3

il s'ensuit s' k\ s" =j".
Mais a' — hr, a" g" ; donc b" — f", a g, b' ~ g Opérant

de même sur les couples g', b' et f", //, il viendra c" ~ e", b f\
c' — /*', et ainsi de suite.

Les termes a, b, c e, f, g de la période forment donc une
suite symétrique, ainsi que les nombres a', b' et a", b"

On peut donc écrire :

[/ n =z | ci a, b, c c b a, 2a' ; a b c |

Cette forme du développement de y tz a été découverte par
Eu 1er, ainsi que les lois de ses termes. Elle a été démontrée par
Lagrange. Elle montre que, dans une même période il y a au
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moins deux solutions de l'équation x2 — ny2 ± g", à moins que
la période ne soit d'un nombre impair de termes et que g" soit
celui du milieu.

A titre de curiosité, voici la demi-période correspondant à

n 991, la plus longue pour n </ 1000,

31, 2, 12, 10, 2, 2, 2, 1,1, 2, 6, 1,1, 1,1, 3. 1,8, 4, 1,2, 1,2,
3,1,4,1,20,6,4; 31; 4,6...

ce qui donne, d'après Legendre,

x 37951 64009 06811 93063 80148 96080

pour la racine du plus petit carré qui soit de la forme 991;/2 -f- 1.

33. Si la période a,b d, e g, h contient un nombre pair de
termes, et qu'on ait, par exemple, d e, on aura aussi d" e".
Or on a en général d"e" -f- e'2 n, ce qui donne, dans ce cas
particulier, e'2 -)- d"2 ='n : mais le nombre des termes a, b g, h
étant pair, l'équation x2 -f- 1 ni/2 est toujours résoluble. Donc,
dans le même cas, le nombre n est la somme de deux carrés.

Mais l'équation est également résoluble dans le cas où n est un
nombre premier 4 -f- 1. De là, ce théorème de Fermât: tout
nombre premier 4 -f- 1 est la somme de deux carrés, et, en même
temps, la décomposition de ce nombre en ses deux carrés
(Legendre) 1.

On peut aussi conclure de la première partie de cette démonstration,

que si n est un nombre premier 4 — 1, la période a un
nombre impair de ternies.

34. D'après (8) on a :

(a', a b, c, d, c, b a) — CD' -j- BC'

(a b c, d, c, b a) — C(B -{- D)

(a\ a c. d, d, c "... a) — CC' -f- DD'

(a c, d, d, c a) — C2 -j- Da

De là le moyen de passer immédiatement du continuant de la
demi-période à celui de la période entière, ce qui réduit de moitié
le calcul de la solution du problème de Fermât (Van Aubel)2.

1 D'après certains manuscrits de Format retrouvés par Ed. Lucas, cette démonstration
serait celle de cet illustre géomètre.

2 Dans les deux premières formules, Van Aubel trouve, assez péniblement du reste,
w..2_|_ </2

^
2CC

«C2 — C'2
Gt

/iCa — C'2

au lieu de CD' -j- BC' et C(B + D)- On pourra s'exercer à vérifier l'identité de ces deux
expressions. Il tire de ses formules l'idée de rechercher les solutions de l'équation x2 — nyz 1,

en remarquant qu'elles reviennent à déterminer co de telle manière que n -f- co2 et 2'.) soient
divisibles par n— co2, car les deux quotients représentent les valeurs de x et de y, ce qui
conduit à déterminer de nombreuses valeurs de n pour lesquelles la solution est immédiate.
(Voir A. F., 1885, p. 137 et seq.)
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35. Posons

et
M

n

h

N

on aura :
n

2M2Ä — + N/t et N2 h

Les valeurs des termes de la série 1VU, Nh ; M2&, N?/* ; M4/1, N4/1 ; • ••

telle que le premier terme de chaque couple est égal à la moyenne
arithmétique des deux précédents, et le second, à leur moyenne
harmonique, — oscillent de part et d'autre de la valeur de la
racine V n dont elles se rapprochent de plus en plus (Serret). Cette
proposition a lieu pour AU quelconque, et, sous cette forme, elle
était connue des anciens ; la valeur de Mh donnée par Serret fournit

une approximation très rapide de y n
N

36. Pour que la fraction — développée en fraction continue,
A2 -f-donne une suite symétrique, il faut et il suffit que le nombre —

soit entier. En déduire la décomposition du nombre premier 4+1
en deux carrés (Serret).

37. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux
irrationnelles a) et c/ se développent en fractions continues ayant même
période, sont qu'elles soient liées par des relations de la forme

38. On a différentes manières de représenter graphiquement
les procédés de calcul des fractions continues et de l'équation de
Fermât. On se contentera de signaler ici :

1° le moyen d'obtenir le quotient et le reste de la division de a-

par b, en portant, à l'aide d'un compas, la longueur b sur la
longueur a, autant de fois que cela est possible;

2° la solution, par Poinsot, de l'équation ax — by — 1, au
moyen de la considération des sommets du £gone (voir Eut. math.,
1907, p. 301); ' »

3° l'emploi du papier quadrillé sur lequel on trace la droite
ax — by c ou l'hyperbole x"1 — ny2 ~ 1.

4° L'inscription à l'aide d un compas, sur la même droite et à

une même échelle, des longueurs ax + b, a'x + b', ce qui
permet de trouver immédiatement, la solution des systèmes
ax + b — a'x + b' On pourrait aussi employer des bandes
de papier transparent contenant chacune une droite divisée de a
en a, de a' en a',

Aoj -f B
A b -flBn + l (Serret)

a oj + b
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39. Les substitutions X ax -|- ßy et Y yx -f- 8y qui rendent

l'expression AX2 + 2BXY -{- CY2 identique à elle-même sont
déterminées par une équation de la forme l"2 — (B2 — AC)//2 a2,
a désignant le p. g. c. d. des nombres A, 2B et C.

Plus généralement, si ces mêmes substitutions donnent une
formule identique à celle qu'amènent les substitutions \ arx -f- ßry7
Y — y'x -|- 8'y, on a :

[Aaa7 -f- Bfa-y7 -f- a'y) -j- Cyy']2 — (Ba — AC) (a'y — ayff — a2

et plusieurs autres relations de la même forme.
C'est par des considérations de ce genre que Gauss a trouvé sa

solution de l'équation — nid a2, au moyen de la théorie des
formes binaires quadratiques, théorie où elle est de première
importance.

40. Si n est un nombre premier 4— 1, les termes moyens d" et d'
de la période sont égaux, le premier à 2 et le second à la racine du
plus grand carré impair contenu dans n. (Picou ; voir /. M., 1900,

p. 302.)

41. Si x2 — ny2 — M est une des réduites du développement

de V n en fraction continue (Lagrange).
42. Etendre les théorèmes nos 8 à 13 au développement en fraction

continue des racines de Véquation A.r2 -j- 2B.r -j- C 0 (La-
grange). Voir par exemple, Legendre, Th. des n. ou les traités
d'algèbre supérieure de Serret ou de Weber.

On lira aussi avec grand fruit la résolution de l'équation de
Fermât en nombres complexes par Lejeune-Dirichlet (Werke,
t. 1, p. 570).

Pour la théorie des fractions continués généralisées, voir VEn-
cycl. math., t. I, vol. J,.p. 282.

A. Aubry (Dijon/
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