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LES FRACTIONS CONTINUES
DANS LA THEORIE ELEMENTAIRE DES NOMBRES!

1. — Désignons par Ew la partie entiére du nombre positif non

entier w; la quantité w — Ew est <1 et peut étre mise sous la
1 1

forme = ' étant > 1; de méme, 0 — Eo' — —, 0" étant > 1.

w

En continuant ainsi jusqu'a un terme quelconque £, qui sera
commensurable ou non en méme temps que ®, — on aura le dé-
veloppement de w en firaction continue,

1
il ) — 1
v g Evw’ + =
Ew" + . T 1
¢ ) ’ Q
qu'on représente plus simplement ainsi :
v = | Ew, Ew’, Eo"” ... Q|

Il ne s’agira ici que des valeurs de w fractionnaires ou irration-
nelles du deuxieme degré.

2. — Algorithme d’Euclide. Continuants. — Soient deux nombres
positifs N, A, et le premier plus grand que le secand. Posons :

N
F

I

aA +~ B , A=54B 4+ C, B=¢C + D,
gG + H |, G=hH4+T1 ,

|

a, b, ¢, ... désignant la partie entiere des quotients successifs de

1 Les fractions continues fournissent bien des démonstrations d’importants théorémes de la

théorie des nombres; mais ces démonstrations, indirectes et souvent compliquées, ne peuvent

étre présentées que comme vérification. Par suite, il faudrait éviter de les mettre en téte d’'un
traité des nombres, car elles ne permettent pas d’entrer assez rapidement dans le sujet. Au
contraire, leur role d’application des théories élémentaires parait tout indiqué.

C’est dans cette idée qu’a été écrit le présent article : ce n’est donc pas une théorie spéciale
des fractions continues, avec, comme corollaires, des applications aux propriétés des nombres ;
mais, au contraire, la suite d’'une étude des nombres ou il est fait appel a cette théorie, ce qui
a permis de simplifier plusieurs démonstrations. Cette étude, — amenée d’ailleurs par ’exposé
des solutions des équations ax — by = 1 et a2 — ay? = 1, auxquelles se réduisent celles des
congruences des deux premiers degrés, — est complétée par I’énoncé des questions élémen-
taires les plus importantes relatives aux fractions continues, de maniere qu’on trouvera réuni
ici ce qu'il est le plus indispensable de connaitre sur ce sujet.
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N par A, de A par B, de B par C, ... et B, C, D, ... les restes cor-
1espondants lensemble de ces operatlons constltue ce qu ‘on ap-
pelle Valgorithme d’Euclide.

On a:

N o, Hy
(1) 1= (c,j)...h,—l—'_. a, b ... h+

I
H

et cette décomposition ne peut se faire que d’une seule maniere.
Lesnombres N, A, B, C, ... décroissent de plus en plus. En outre,
ils sont entiers et plemlels entre eux si N et A sont eux-mémes
des nombres entiers premiers entre eux.
Ecrivons

0)=1, (@) = a , (@, b) = (a)b + (0) = ab + 1,
(@, b, c)=(a, bjc + (a) ,

et en général,
(@) (@ ...f,g,h)=(a...f,8)h+(a...[);

Ces expressions sont appelées les médiateurs (Kramp), les cumu-
lants (SYLVESTER), les objectifs (Dormoy), ou les continuants (Murr)
des nombres a, 6 ... f, g, h. On les voit définies pour la premiére
fois dans I’Alg. de Saunderson.

On peut écrire :

(@...f, eG4+ (a... ' H=(a...f, g, W)H+ (a ... [, g}IA.

Les binémes analogues au premier membre ont donc une valeur
constante, égale par conséquent a

(@, b)B 4 (@)C = (ab + 1)B + «(A — sB) = N .
Ainsi en général,

(2) (@ ... g, /z)H—;[—(a

9’3{

—
|

2z

De méme on a:

b.f, g, H+(b...f, 9l =A et (c...f,g,/z)H+(c~...f,ﬂg)I:B "
d’ou
N (@ ...

(3) T=|ab.. figh|=

MH 4+ (a ...
(b ... R)H 4 (b ...
N=aA +B=1ab...h)+(c... WL]H + [a(b ... 8) + (¢ .

Comparant cette derniére relation avec (2), il vient

(B) a(b...h)—}—(c...h):(a'...f,g,h).
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Or, de () on tire, en changeant a, b, ... g, 2, en h, g, ... b, a,
(Y) (h...a):a(k..‘l))—?—(k...c). '

Mais on a:
(¢, b)=¢cb 4+ 1= (b, ¢

(d,c, b)=(d, c)b 4 (dj=(dect )bt d=(bec+1)d -+ b

= (b,c)d + (b)) = (b, c, d) .
Donce

d,e,b,a)=a(d,c, b))+ (d,c) =a(b,c,d)+ (c,d) = (a, b, ¢, d) .

En général, on a cette importante relation, due a Euler,
(4) @ ... )=1(h ... a.

3. — L.a somme des deux expressions analogues

est identiquement nulle, ce qu’on voit en remplacant les expres-
sions (a ... &) et (b ... A) par leurs valeurs

(@ ... gh 4+ (a ... ) et b ..8)h+(b...[).

Ces deux expressions ont donc des valeurs égales et de signes
contraires, que de proche en proche, on arrivera a représenter
ainsi :

+ (b, c)(a, b)F(a, b, c)b="(bec+1)(ab+ 1) (abct+a+t+c)b=1F1.
On a donec:
5) (b...g ha,b...g) —(a,b...g k(... g =(—1)

¢ désignant le nombre des quantités a, b ... g, 2 (SAUNDERSON).
Or on a:

B A= ...8G+ (... AH, N=la..gG+(a.. fH,
d’ot |

b ... 8)N—(a,b ... 9)A==*+H.

Si A et N sont deux entiers premiers entre eux, on finira par
trouver H —=1 et I = 0, ce qui donnera

I
[+

(6) (b ... 8N —(a... gA 1
... RA

(7) (b ... )N —(a...h 0.

I
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"Euler a encore donné la relation suivante
8) (a..b,c,d,e..fl=f(a..b,c)(d,e..[)+ (a..b)le..[);

qui se déduit de la comparaison des coefficients de H dans la se-
conde relation {d) et dans celle qu’on trouve en remplacant C et D
dans cette autre

N={(a...b,¢)C4(a...b)D
par les valeurs

C £, 8G+(d, e ..fJH
D=(e. .1 8G+(e... NH.

I
=

4. — La formule (6) fait voir que A et N étant des entiers pre-
miers enire eux, on peut toujours écrire Nox — Ay = 1, ainst
gue Na' — Ay' = 7F 1, les signes étant convenablement choisis, en
faisant dans le dernier cas, 2’ = A — 2, y' =N — y. De la, la

démonstration du lemme fondamental (Ens. Math., 1907, p. 287)

et le moyen de résoudre I’équation du premier degré a deux in-
connues No — Ay —= M. :
Les formules (7) et (¢) donnent

AT (b...f. g h b ... fLg)h+(b...[)

(9) N_le...f,g.0)__(a...f glh+(a...[)

h désignant le quotient correspondant a H —= 1. Comme d’ailleurs
en général d’apres (5), les continuants (a ... g) et (6 ...g) n’ont
aucun facteur commun, on peut dire que de (8) on déduit les
égalités

(10) - (@...h)=N, (b...h)=A4A.

Les expressions

(a) (@, b) (a, b, c) (a, b, ¢, d)

1’ (b) (b, c) ’ (b, c,d) ~’

sont dites les reduites de T De la sorte, si une quantité quel-

conque est définie par une fraction continue |a, &, ¢ ...|, on en

! On a des tables de solutions toutes faites, par exemple le Canon mathematicus de Jacost

(Berlin, 1839), qui donne les solutions primitives (inférieures a p) des deux congruences -

g¥ =a et g% =z, g désignant une racine primitive de p pour p < 1000.

Soit a résoudre ax — py = 3, on cherchera les nombres A et B tels que gA = o et gB= B;
on aura: x EgB"A‘.

A défaut des tables de-Jacobi, on se servira de celle de G.uss (Disq. Arith.), auteur de cette
application des racines primitives; ou de celles d’Ostrogradski, insérées dans les traités de
Tcnesicnrr et de CAnkN; ou celles de LEBESGUE (Tables numériques, Paris, 1866). Celles de
Gauss s’arrétent a p = 97; les secondes a p = 197.
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trouvera les réduites a 'aide des formules qui précédent. Dans le
cas de N et A entiers, on a vu que leur nombre est limité; si N
et A sont incommensurables, le nombre des réduites est indéfini
et on peut s’arréter a un terme quelconque, qui est alors lui-
-méme incommensurable; si on a, par exemple,

U):Ia,[),C...e,ngyﬂl

on peut écrire

)
)

»

, a...f
b ...8,Q ~— (b...f

(1) Y la . f 8.9 | Q+la...
N Q=+ (h... /)

U8 (oo

(voir exercices n° 1 a 11).

5. — Supposons que les entiers a, ... b, ¢ ... soient en nombre
impair et leurs valeurs, symétriques, de sorte qu’'on puisse les
ecrire a ... b, ¢, d, ¢, b, ... a; (8) deviendra

(12) (@ ...b,c,d,c,b...a)={(c...b, c)[(a...b,c,d) + (a..b,c)];

on peut encore affirmer que (@ ... b, ¢, d, ¢, b ... a) est un nombre
composé, a moins que (a ... ¢) ne soit égal a 1, ce qui ne peut avoir
lieu sia > 1., -

Si ces mémes entiers sont en nombre pair et leurs valeurs éga-
lement symétriques, on aura :

(13) (@ ...c,d,d,c...a)=(a...c,d) 4+ (a...c)}.

Soient A, A’, A", ... les entiers premiers avec N et inférieurs a
la moitié de ce dernier; les quotients de N par ces mémes nombres

(a, b ...e,f)

auront leur partie entiére plus grande que 1. Soit P e ]

* N ’ . N .
la derniere réduite de K> On aura

N=(a,b... e, f) et A=(b...e, f) .

. . a, b ... e, . .
De méme la fraction i(c’l—l—————e—)ﬁ , apres calcul des continuants
y O o
et réduction en fraction continue, donnera (a, b ... e) égal a un
des nombres A, A’, ... Ainsi, a chacun des nombres A, A’, ... cor-
respond un' autre nombre qui donne un continuant semblable,

sauf qu’il a un terme de plus a droite et un de moins a gauche.

1 La formule (11) se déduit directement de (¢t) en remarquant que la supposition

b,c...
6, ¢... entraine la relation | a, 6, ¢c ... Q| = a + .

(c... Q) |6, ¢ ... Q|
ab, ¢ ... Q) 4+ (c ... Q)

b, ¢ ... Q)

Ib,c...()i:

s
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Dans le cas particulier ou N est un nombre premier 4 + 1, les

. N—1

nombres A, A’, ... ne sont autres que les entiers 2, 3, 4, ... —5—

qui sont en nombre impair: il faut donc qu’un de ces nombres,

par exemple A", se corresponde a lui-méme. Si a, b, ... g, A sont

les quotients qui résultent du développement de 17 en fraction

continue, on a évidemment (a, & ... g) = (A, g ... b]; le continuant

(@, b ... g, k) est donc symétrique, et il ne peut étre formé d’un

nombre impair de termes, puisquon a: a > 1, et que, d’autre
part, N est premier. -

On a ainsi la démonstration de ce célebre théoreme de Fermat : -

tout nombre premier 4 + 1 est une somme de deuwx carrés, et un
moyen facile d’en déterminer la composition (Swmrth). (Voir exer-
cices n° 12 et 13.)

6. — Lemme. L’entier y variant de 0 a 4, et w désignant un
nombre irrationnel, appelons 2 'entier 1 4+ E (yo) immédiatement

supérieur a yw; on aura 0 <2z — yw < 1. La valeur de # — yo

1 2 k ‘ y
7 7 7 - 5+ Comme il
n’y a que % intervalles et que y, et par suite # — yw, peuvent
prendre & -+ 1 valeurs, il y a au moins un intervalle comprenant

deux valeurs de x — yw, et on peut écrire :

est comprise entre deux des fractions

’ ’ ‘II ! 1 ’ ’ 1
0< (2 —7y'w) — (2" —y"w) < 7 ou 0 (2 —a")— (3" — "o <5 ;
y' — y" est une des valeurs de y ; done, en écrivant 2’ — 2" = x,
il vient

1 1
(¢) 0<$~9"w<z<5,-

Prenons %’ assez grand pour que la plus petite valeur de # — yw
. /1 ’ .. A (B A
s0it > 7 ; on obtiendra, de la méme maniére que tout a 'heure,

un autre couple &, 7, qui donnera une nouvelle solution de (¢), et
ainsi de suite. | :
Par conséquent, on peut toujours trouver une infinité de couples

. . \ . 1
de valeurs de x et de y satisfaisant a la relation x — yo < I

(LeseuNe-DirIcHLET)

.
/

~ - . . . ’ .
Cor. Posons @ = {/n; on peut trouver une infinité de solutions

de I'inégalité

(©) | 0 x—yyn <l31,: ,
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ce qui permet d’écrire
— 1 —
O<x—|—3"/n <:+2y\/n ,
et, en multipliant,

0<x2-n3-2<%+2‘/5<1+2‘/5.

Ainsi, 0 désignant un certain entier compris entre 0 et 1 4+ 24/n,
lequation x> — ny*> = 0 a une infinité de racines (id.).

(Voir exercices n° 14 et 15.) ‘

7. — Probleme de Fermat. — Si n désigne un nombre non carré,
léquation t* — nu® — 1 a une infinité de solutions. (Fermat). Dé-
monstration de Lejeune-Dirichlet. Parmi l'infinité de couples de
solutions de 22— ny?—40, il ne peut se trouver plus de 62 couples
binaisons des nombres inférieurs a 6. 1l existe donc une infinité
de couples qui donnent les mémes restes, et on peut écrire :

n3a

't —ny?t=ax" — "t =190, x' =z + ab , y" =" 4 (6,
‘ :
d’ou, en posant 1 + ax’ — nfy' = 1t, ay’ — pa’ = u,

(@ F g yn) " " yn) =0(t T uy/n) ,

ce qui-conduit facilement a I’équation ¢* — nu* =1, ou « est dif-

férent de zéro, car autrement on aurait ‘

i =11 et 2 —y'Yn =4+ a" —y"Vn),

ou bien |
3 = - x" et T wle

or 2’ et 2” peuvent étre supposés positifs et inégaux, de méme
que y' et y". 7

Cor. 1. Soit x =a, y =Db wune solution de x* — ny* =1 les
expressions '

ek k=2 ;2 4 % 2
xp=a" + Cpya b n+ Cp,a htnt 4 ...
(14)

Y B k—ll c k—3 ,;3 C k——5/52 .
‘\3/{ a h + /f,ga b”n 4 k’sa h" n~ -+

~en donneront une infinite d’autres, en faisant k =2, 3, 4,

(EuLer). En effet

x =+ yk‘/;: (@ +byn)  don 2 —mi=1.
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' Les formules (14) peuvent s’écrire

K 22 = (a + by/n)* + (a — by,

(15) | ' ‘ B
2y V= (a + by n) — (@ — by n i

Les solutions forment deux séries récurrentes dont ’échelle est

9 _ 2 - - 9-_:___ ? _a-di : i/ :‘) xr —.
2a et (a nb?* — — 1, c’est-a-dire que C ax, — 2, _,

s — :
et Yy = 2 T Yk
IL.. Soit (z,, z,) la solution en nombres minima, et soit (u, ¢
une solution non comprise dans la série (,, y,); (¥4, ¥s), (X3, Ys)s -+
, . . . 9 .
On peut écrire 7, < u < C g et 1l s’ensuivra Ys < p <L Yt

-Par suite on aura

x + yk‘/7< w4 v n < xé+1 + _)'H_l‘/r_z‘

Le dernier membre est égal a
- — x, T j“1 Vi
(x, + oV n)(x +yVn)=——m=
x —y n
k k
on a donc:

| < (e, — ey )+ x, — wy W< x4 VT

or (uxr, — nvy,)* — nlvr, — uy,)* = 1. On aurait ainsi une solu-

k k
tion en termes positifs et moindres que x,, y,, ce qui est contre
I’hypothese, laquelle est donc a rejeter. (Voir exercices n° 16 a 21.)

8. Algorithme d’Euler. — Soient a’' la racine Ev.n du plus
grand carré contenu dans 'entier n, et a” le reste n — a'?. Consi-
dérons la septuple série

a” b ... d e f g
A
P O S v o1
a b ... d e f g h
of B ¥ ey
AMB . DR R G
A B ... DEF GH

dans laquelle les termes /” et f” supposés connus, les termes qui

e s et
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'suivent ceux-ci sont déterminés par les lois générales suivantes :

() “:Z%$L’ 0 f=Ee, () &=f"—/f,
) a//:n_"g,2 . r v?__g,,: -gu
(%) 8 Iz ) (A) 9 ' I V7+ g ’
(v) FP=(a',a,b, ..., [, (v F=A(a,b, ... e, f).

Les termes représentés par des lettres grecques sont irration-
nels; tous'les autres sont entiers: on voit en effet que si n — f’®
est divisible par f”, il en est de méme, d’apres (¢) de n — g'*; or
n — a'? est divisible par a”: il en est donc ainsi en général.

[’algorithme renfermé dans les formules (), {8), (v), (%), (4,
connu probablement de Fermat et entrevu par BonseLLi, CATALDI
et WaLLis, a été présenté explicitement par Euler et démontré
par Lacrancge. 1l résulte immédiatement de la décomposition de
Y/ n en fraction conlinue, comme il a été dit au n° 1.

[Voir exercices n° 23 a 26.)

9. —Siona2Vyn > Vn 4/ >f">0, il sensuit ¢ > 1 et, a
cause de (0), 1 >¢ — /> 0. Comme, a cause de (), de (v) et de (4),

on a:

(17) v —f=7¢"
(7;) donne en outre ’-

(18) f"4+g>vVn>g et Vidg>g" >0
d’ou

- (19) ~ 2Vn >V +g >g">0,

Ainsi, de I'hypothése ou on s’est placé, on conclut que les
nombres V7 4+ g’ et g” sont également compris entre 2/ et 0;
et, puisque 2y n > Vn + a’ > a”" > 0, cette propriété est géné-
rale. ,

Les nombres a, b, ... f, g, ... sontdonc > 1 et = 24’ : ils forment
par conséquent une série pouvant étre partagée en périodes d’un
nombre fini de termes, puisqu’ils ont des limites finies et se
reproduisent d’aprés une méme loi, ce qui fait que la combinai-
son f’, /", par exemple, doit se retrouver nécessairement, ainsi
que le nombre /, qui dépend d’elle.

Cor. De f' < 1/ n, on déduit,

(20 =1+ <Vitg .
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Or fest entier et positif, donc, a fortiori,

. /4 0”
(21) Va4 g =L
. n—g’
d’ou
_ _ Vi 4 h
(22) g”>Vn—-g’:Vn+k’—gg” et g>———o,,——————’1-
ol

Mais, par le changement de /; /7, /" et g’ en g, g’, g" et &', (20)
fournit la relation
Vn 4+ h'
(23) g§ < —Qi

8

des deux limites de g qu’on vient ainsi de déterminer, on tire
cette formule de l.agrange

Vi 4+ k'
(24) g:E——“" .
tod
10. — 1l est aisé de voir qu'on a:
— 1 1 1 1
Vin—a -, &—a — .. o — -, = — y ma
+ - +3 p=r+7 1=8+ 7

LLe nombre {7 peut done se décomposer en une fraction con-
tinue illimitee

(25) |a’,a, b, ...c.d; e...[f, g, h; e... [ g, h; e...]|
dont les termes sont périodiques et = 2a’: cette expression (25)
peut d’ailleurs se remplacer par une infinité d’autres fractions

continues limitées dont le dernier terme est irrationnel. Ainsi
on a:

(26) Vn={d,a,b,c,...fiy|l=|d,a..e.f.fy]l=..
Par exemple, pour n =19, on a les valeurs suivantes de a’, &/, ...,
a, b’y ..., et a, b, ...

4, 2,3,3,2,4,;
3,5,2,5,38,1; 3...
2,1,3,1,2,8; 2

e

ce qui donne

VIg 4+ 4
~—3+—:|2,1,3,1,2,8; 2,1,3,1,2,8; ..

(Voir exercices n® 27 et 28.)

L’Enseignement mathém., 14¢ annde ; 1912. 14
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11. — Considérons les couples ... ¢’, ¢'; d', d"; €', ¢'; et g', g";
', R e, e’ ; arrétés a un méme couple e’, ¢’. On a, d’apres ()

d"ell + e/2 ___ hl! eH + e/g d,O\‘l d" —_ h” ,

~et, a cause de (24),

/T ’
vV n e L
d:E_%”‘_zh . don A =dd" — e =N,
et de la,
" =g", c — =g . gt ainsi de suite.

On conclut de ce qui précede que la période commence au pre-

mier terme méme de la série, ce qui fait qu'on peut écrire
n=l|a,a...f...h; a...f...kh; a...f 1|

(27) x

=la,a...f...h; a. .f...h; a...]
Mais d’apreés (xj ona: @"A" == n — a'? = a”. On en conclut que

— — R2
=1, h=En+a" =2, h"=hh"—a’ =a’, g":ﬁ—h-ﬁ—— - a' .
(Voir exercice n° 29.)
12. — A cause de (11) on a:

| - Py E
T i e
(28) \n_,_FY_l_E,
5 3 Von+g ,
d’ou, en remplagant y par sa valeur ———2, effectuant et égalant
5

séparément les parties réelles et les imaginaires de I’égalité résul-
tante, :

(29) F'g” + E’g" = Fn
(30) : Fg’" 4+ Eg'" = F’ .

Multipliant {29) par F et (30) par F’, puis retranchant, il vien-
dra, en remarquant que, suivant la parité du nombre des termes
a'ya,b, ... f,onalF'E — FE" = 41, la relation

(31) ' F? — nF* = 4 g" .

Ainsi I'équation 2? — ny* = N est toujours_ résoluble, d’une
infinité de manieres, a l'aide des formules (3, (0), (¢), (%), (), (u)
et (v), si N est I'un des nombres — a”, 4 8", — ¢/, ...

Puisque 1'un des nombres a”, 0", ... est égal a 1, I'équation

x? — ny* == 4+ 1 est toujours possible, en choisissant convena-
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blement le signe : on posera en conséquence x = G', y = G,
g — a’ étant I'avant-dernier terme de la période. Si le nombre
des termes de celle-ci est pair, il faut le signe 4 et les valeurs
de x ne sont autres que les termes de la série

G =1l a.. g), G =(a ...g, h,a..g),

tandis que si les termes de la période sont en nombre impair, les
termes de rang impair de cette série seront les valeurs de « dans
x* — ny? —= — 1, et les termes de rang pair, les valeurs de « dans
2? — ny®> = 1. (Voir exercices n® 30 a 35.)
, e s ’ !
13. — Désignons par D, D,, D,, ... et D, D,, D,, ... les con-

tinuants

(@..c,d), (a..c,d, e, f...a..d, (a..d..d..d,..
(@’ a..c,d), (,a..d..d, (¢ ..d..d..d..

correspondant au méme quotient d. On a d’apreés (1), en ,app'elant
P et Q les continuants (e, /... a ... ¢, d) et (f...a... ¢, d),

(82) D,=PD,_ +QC_,, D, =PD,_ +QC_,
lLes expressions D, D,, D,, ... peuvent donc se calculer par ré-

currence. On peut aussi les déduire des considérations suivantes :
introduisons dans la relation

Ve Dy + G

les valeurs de C,_, et de C,_, tirées de (32), il viendra
(33 Dy —Dyy/n=(P—Q¢D,_, —D,_,Vn);
n+ e :
remplacant & par sa valeur K—%* , et séparant les parties réelles

et les imaginaires, on aura deux égalités permettant de déduire
ey '

Cor. Dans le cas particulier ou ces continuants correspondent a
) . , . . o
I'avant-dernier terme g de la période, & devient =1V n-+a ect
en outre on a:

P—=(h,a...8)=12a,a... ) =2dG L (b ... g) = a’G 4+ G,
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d’ou

) Gy, — G/ = (G — G/ ) (G — Gy, V7

et par suite

(35) G,— GV =G —GV/n)k.

D’apreés ce qui a éié dit au n° 7, cor. [I, G’ est la plus petite
valeur de v satisfaisant a4 'équation de Fermat 2* — ny*> =1, et
G;, G;, ... les valeurs suivantes. On a ainsi tout a la fois une
nouvelle démonstration de la possibilité de cette équation et le
moyen d’en trouver les solutions.

(Voir exercices n° 36 et 37.)

Exercices.
1. On a:
a...b,c...l=]a... b+ — ! :
' | ¢+ 1
e t+a, b l=a+t+]a, b...| 5 |...a,0,b...|=]|...a4+0b,..]|;
| —a, b, c|l=—~]a—1, 4, b—1,¢|; Ja..b]l=|a...b—111;
|a,——b,c|:la—1,1,/;——1,——c|:|a-—1,1,()—-2,1,c——1| .
{——al...—,—ak':—_(—l)klal...akl;
la, b ... g, h|(b...8, h)y=|h.g...b,alla,b...g);
la, b ...c|X<|b...c]>x<...x<|c|=(a,b ..c).

2. Les reduites sont des fractions irréductibles. Conséquence
de (5). ) ‘

3. Les valeurs des réduites oscillent awutour de celle de la frac-
tion continue, en sen rapprochant de plus en plus. l.a premiere
partie de ce théoreme est une suite de la génération des fractions
continues; la seconde suit de ce que

(@ ... k)_(ﬂ.

.o g) =1
b o. Ry (b...g)  tb.. k)b ... g

Cor. I. La différence de deux réduites consécutives diminue de
plus en plus.

. La valeur d’une fraction continue est plus pres de la k® re-
duite que de la (k — 1)°.

4. Toute réduite approche plus de la valeur de la fraction con-
tinue qi’une fraction quelconque dont les termes sont plus petits.
Ces propositions entrevues par Wallis et Huygens, ont été démon-
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trées par Saunderson, a qui est due la relation donnée a l'exer-
cice 3. |

5. Les réduites correspondantes des développements en fractions
continues de dew.r fractions irréductibles dont la somme est égale a
lunite, ont elles-mémes une somme égale a l’unité (Stouvenel).

¢’ A’ d’ B’
: | = = o : p
6. Soit |a ... b,C =5 e la...b,d]__B,onaum,.
A+ B o+ d’ '
AT B = a...b, T d | (Ed. Lucas.)
7. On a:
(@, b,¢c,d,e...h) (a) 1 1
(b,c,d, ... h) _T+({))(b,c)_(.l),c)(b,c,d]
1

— . (Euler.)

+ (b,c,d)b,c,d, e)

8. Le nombre des termes du continuant de k lettres est égal au
ke terme de la série d(g Fibonacei1,1,2,3,5,8, ... U = Uy +u,_,
(Ed. Lucas).

9. Si(b...h)=(a...g), la suite a, b ... g, h est symétrique, et
reciproguement (Legendre). En effet

la, b. . g b _ = (@ .. h)
(b---g,h) -—-la...h' et m__—lk...al.
Si (b ... A) = (a ... g), et dans ce cas seulement, |a ... A

=14 ...al.Or une quantité donnée ne peut s’écrire que d’'une
seule maniére en fraction continue.
10. Démontrer la relation

(@..byed..ie fig...hd...e)—(a..eid...Hh

t désignant le nombre des quantités d ... e. (Kramp.)
. 1 1 1
11. Soth:A—{—;, a:‘:(z~|——ﬁ—,ﬂ:b—}—?,... on aura:

Noff ...y@e= (A, a,b...c.djce+(A,a,b... ¢)
=(A,a,b...c,d, €) (Lagrange.)
12. On a:
(@, b ...c,d,d,c... b,a)(b ...c.d.d,c...b
= (a,b...c,d, d,c Y L
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d’ott la décomposition du nombre A* + 1 en deux facteurs, qui
sont eux-mémes des sommes de deux carrés (Smith). On éleve au
carré les deux membres de 1’égalité

(@...d)y(b ...c)—(a...c)(b...d)==21,

et on utilise la relation (13).
13. Déemontrer la relation

(@..b,c,d...e f,f e..d?-+ (a..Db?
=[la..b,c,d...e, [P+ (a...b,c,d, ...e)z][(d..‘. e, [P+ (d...e?] .

Conséquence de (13) et de ’exercice n° 10.

14. Soient o —= % , et x et y tels qu'on ait

1 ¢
O<x-—-—yg—<7c—, d’ou l;x-——ay<—/§,

soit £ lentier immédiatement supérieur a Vb Comme y <k,
on peut écrire y? < b < k*, et de la

’2
b — ay) < 5 <,

() (b —ay)? + < b+ by < (k4 )b

Si doric a® + A est multiple de 4, il en est de méme du premier
membre de (&), et de plus il est positif a cause de sa forme: sa
valeur est donc 'un des nombres 4, 25, 36 . hb.

Soit A= 1; on aura (bx — ay) —|— % == b puisque le premier
membre a une valeur inférieure a 2b. Donc tout diviseur de a®> + 1
est lui-méme une somme de deux carrés (Fermat). Cette démons-
tration est due a Hermite. |

Faisant A = 2, pu1s h =3, on démontrera de méme, avec Le-
besgue, que le premier membre de (§) est égal a & et que, par
suite, les diviseurs de a* 4+ 2 et de a*® -+ 3 sont respectivement de la
forme x* + 2y? et de la forme x* + 3y® (Euler).

Cor. 1. L’égalité x* + 1 = ny?® ne peut avoir lieu qu’autant que n
est une somme de deux carrés (Lagrange).

II. Les équations x* 4+ 2 = y?, x* 4+ & =1y ne sont suscep-
tibles, la premiere, que de la solution (5, 3) et la seconde, que
des solutions (2, 2) et (11, 5) (Fermat). Démonstration d’Euler.
1° y est de la forme £ -+ 27?: on posera donc z + V— 2
= (£ 4+ nV— 27 dou (38 — 29%) = 1. Il n’y a que la solution
possible £ =1, = 1.

2° y est de la forme 2 + #% On fera en conséquence (x -+ 21— 1)
— (£ 4+ 7 Y= 1)3, d’olt (38> — #?) =2, ce qui donne E=1p =1
ou E=1, p = 2. '
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15. Si un nombre 0 peut se mettre sous la forme x* — ny*, il le
peut d’une infinité de manieres. : L 2

16. On a: x,, + y, ¥V n =2, + y, ¥ n)? dou z, =ux, + ny,
= 22° — 1. Donc 22z - 1) est un carré (Ricalde).

17. X kit + 1 est divisible par x, =1, et le quotient est un carre

dans les deux cas 'Palmstr@m) -
18. Equation x* — ny’> = — 1. Elevons au carré les deux mem-

bres de cette équation ; il viendra
(@ + mY)? — n(2xy) =1,

d’ot1, en désignant par (a, ) une solution de 2> — ny*> =1,

2(x* + my? = (a + I)S/-)T)k + (@ — M/T)k ,
2V n (2xy) = (a + b —n_)k — (@ — l)\/_IT)k ;

2 —k
(x+yVn) =(axb/n)

ce qui donne
2

P nb?) = (2! —m?) =1 ;

(a

les valeurs impaires de 4 fournissent donc les solutions de I’équa-
tion 2? — ny? — — 1, si elles existent (l.agrange).

Cor. 1. Si(a/, b’) est la plus petite solution de 2? — ny? = — 1,
la plus petlte de 2? — ny> =1 est a == 2a’' + 1, b=24a'd’. Donc
2* 4+ 1 =ny? a ou n'a pas de SOll.tllOIls selon que la plus petite

s % vy .
valeur a est oun’est pas de la forme $N* + 1 (Realis).

Ainsi la plus petite valeur de a pour

n=—2,3,5,6,7,8,10, 11,12, 13, 14, 15, 17, ..
étant
a=3,2,9,5,8, 3,19, 10, 7, 648, 15, 4, 33, ...

Iéquation 22 — ny?—=—1 est résoluble si n=2, 5,10, 13, 17,
auxquels cas correspondent les valeurs @’ =7, 2, 3, 18, 4,
II. On a:
(D2h — a)® — (b2h — 2ak 4+ n)b? = — 1 .

Soit a> — nb* = — 1. On pourra ainsi, connaissant une valeur
de n conduisant & une solution, en trouver une infinité d’autres.
La valeur n = /% 4 1 est dans ce cas. .

HI. Soient o> — nB?=—1 et a® — nb?=y; les solutions de

2 — ny? =y sont

X = ao = nbf , y = ab * Ba

b

formules données par Brahmegupta et retrouvées par Euler.
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19. Soit (a, ) la solution primitive de 2? — ny? = 1. On aura
(@ 4+ 1) (@ — 1) = nbd®. Si n est un nombre premier, et qu'on fasse
b = fgh, on aura 'une des relations

a + 1 =7fgn et a—1=7/Fh*,
ou bien
a4+ 1= fgt et a — 1 =fh*n .
d’ou
f(h* — ng*) = — 2 ou flg? — nh?) = 2 ;

/ ne peut donc avoir que I'une des valeurs 1 ou 2; de la, quatre
cas a examiner:

(o) A* —ng*= —1, () g*— nh*=1,
(¢) A — ng* = — 2, () g% — nh®*=2.

L.a supposition (7)) est & écarter, car (a, b) ne serait pas la plus
petite solution de I’équation proposée.

Si n est un nombre premier 4 4 1, quelle que soit la parité de g
et de 4, les relations (g) et (6) ne peuvent avoir lieu : la scule pos-
sible est donc (o), qui doit dés lors étre toujours satisfaite, puisqae
x? — ny? admet toujours une solution.

Donc si n est un nombre premier &4 + 1, léquation x* 4 1 = ny?
est toujours possible (LLegendre).

En outre on a une nouvelle preuve de cette proposition de
Fermat : tout nombre premier 4 4 1 divise x* + 1 (1d.).

Si n est de la forme 8 4 3, (o) n’a pas lieu, d’aprés ce qui pré-
cede, et on démontrera aisément que (¢) non plus ne peut avoir
lieu. La relation (g) est seule vraie dans ce cas, et on peut donc

dire que pourn premier de forme 8 4 3, l'équation x* —ny*> =—2
est possible et, avec Euler, que n divise un nombre de la forme
x* + 2 (Id.),

Si n est de la forme 8 — 1, on démontrera, par des moyens
semblables, que la relation (o) est la seule possible. Donc, dans ce
cas, Uéquation x* — ny?* — 2 est toujours soluble (1d.).

On trouvera d’autres théoremes du méme genre mais moins
simples dans la Th. des n. de Legendre, ainsi que dans les Werke
de l.ejeune-Dirichlet.

20. Si (e, B) est la solution primitive de 2> — ny?*=1 et qu’on ait

(7) [*—ng* =N,
on aura cette autre solution de 2* — ny* = N.
(v} (fa — ngP)? — n(ff — gu)* = N .

'

Si on remplace « et /' par leurs valeurs ¢/ nf8* + 1 et Yng* + N,
on verra immédiatement que f@ — ngf > 0; donc la solution
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donnée par (v) est en termes plus petits que ceux de (z) si on a:

fo —ngh < f, d'ou (ng?) (nf?) < [*(a — 1)°
et par suite

-~ Jla = 1)N ' @« — 4N

L’équation 2? — ny* = — N peut s’écrire (ny)* — nx® = n\N ;
donc si (nf’, g') est une solution de cette derniére équation, on
en aura une autre en termes plus petits pour

, (o + 1)nN , (. — 1)nN
nf” > \/_*?_ el g > \/——2”_—_"
, (¢ 4+ 1)N , (@ — 1)N

/>\/—2n—‘ et g>\/—-—2—-.

Ainsi, o deszgzmnt la plus peate paleur de x satlefazsant a léqua-
tion x2 — ny? =1, si l'équation x> —ny*==4=N est possible, elle a
) " . . a += )N . (o )N
des racines positives inferieures, X a \/L——?—— etya \/—_;—)— :
‘ R n
' N

Par exemple, pour n —= — 2, les limites sont V2N et 3 ,

3N
. — 3, . . \/—— et ;
. 5, e e e e e v . /\/5"\ et \/-5—N )

(Tchebichef)

Cor. Soient (a, b) et (¢, d) deux solutions de x* — ny* =N, on

ou bien

(o) (ac &= nbd)? — n(ad =+ bec)? = N? ;

et, st elles sont dans les conditions indiguées plus haut, N est com-
posé; en effet on a:

+1 — 1.

(7) — aN .

Si ac 4= nbd était divisible par N, il en serait de méme de
ad 4= bc, d’aprés (¢), ce qui donnerait une solution de 2* — ny? =1,
ou la valeur de x serait < a, d’apres (y), ce qui est contre I’hypo-
thése. Ainsi aucun des deux nombres ad == be n’est divisible par N.
On démontrera de méme, dans le cas de N négatif.
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Or le produit de ces deux nombres est divisible par N, caril est
égal a
a?d? — b%c¢? = + (d¥ — bH)N

et par conséquent on trouvera deux diviseurs de N en cherchant
le p g.c.d. de N et de chacun des deux nombres ad &= bc¢ (Id.).
. Applications. 1. Les identités

(ba® + 12 — b(ba &= 2)a? =1 , (2ba® =12 — b(ba® £ 1) (2a)2 =1

donnent la solution du probleme de Fermat dans un grand nombre
de cas.

Soit ax? — by* = 1, il viendra (2a2? — 1)? —abd(22zy)> = 1. De
la le moyen de trouver les solutions de 2? — aby* — 1 quand on
connait celles de ax? — by? = 1.

Si ax? — by? =2, on aura (ax® — 1> — ab(xy)* = 1: conclu-
sion analogue (Realis).

1I. a etb étant premiers entre euwr, de méme que o et 8, si on
peut éecrire

A — nb* = — nf =N ,

il s’ensuit la solution de U'équation de Fermat. En effet a*a® — n?6?3?
est divisible par N; un et un seul des deux nombres aa == nbg
est divisible par N, car autrement leur somme 2aa le serait ainsi
que a ou a. Appelons P celui de ces deux nombres qui est divi-
sible par N, et Q celui des deux nombres ba = af qui a le méme
signe que P. On a:

(ao &+ nbf)? — n(ba + aff® = N* .

P étant divisible par N, il en est de méme de Q, et il s’ensuit

P\2 2
<—-> —n <§> =1. (Lejeune-Dirichlet)

[T1I. La considération du carré et du cube de a =+ 61/ n con-
duit, par multiplication des deux couples d’expression ainsi ob-
tenues, aux identités,

(a® 4+ nb*? — n(2ab)? = (a® — nb*p

a*(a® 4 36°n)* — b*(3a* + bV*n)Pn = (a®* — b*n)®,

dont la premiere montre que si a* — b*n = =4 2, (a* T 1, ab) est
une solution de x? — ny?> = 1 (Lagrange) et que pour a? — nb?
— =+ 4, (a®* F= 2, ab) en est une de 2* — ny?> — 4 (Cayley).

Pour a? — b6*n — + 4, la deuxiéme identité se rameéne a une
équation de Fermat (Lagrange). LLa supposition a? — 6*n —= 4+ 2
fournit une solution de 2? — ny? = -+ 1.
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1V. Soit @ trouver les triangulaires qui sont en méme temps des
carrés (Euler). On a: 2? 4+ & = 2y? ou (2z + 1)* — 2(2y)* = 1.

‘On est ramené a I’équation X2 — 2Y? =1, dont les racines sont

X =1, 3, 17, 99, 577, 3363, ... Xp41 = 6X,;, — Xp—1.

V. Trouver les nombres dont les carrés diminués de l'unite
donnent des triangulaires. (Euler). Solution analogue.

VI. Trouver deux nombres dont le produit, ajouté successive-
ment & chacun d’eux, donne des carrés (Diophante). Posons
y=wx —»2 z—w=—1, I'égalité 2y 4+ » — z* deviendra

b — 4(h — 1) = (A + 1f? d’ol 2 =L+ 1+ ¢/DTF2.

On est conduit a résoudre 24% + 2 — (2u)? ou A? — 2u? = — 1.
VIL. Soit r lexces de x sur le plus grand carré qui y est contenu.
Déterminer x de maniére: 1° que rx soit un carré; 2° que rx sur-
passe également der le plus grand carré qui y est contenu (Brocard).
1° On a:
x—r =y, riy? 4+ r) = z2*.

Posant z = rz’, puis y = ry’, il vient z’? — ry’? = 1.
2° On a:
x—r =71, ry* 4 ) =3z"+r .

Posant z = rz’, il vient

() Y —rz?=r +1

Si (a, b) est une solution de 22 — ry? =1, (rb + a, a = b) en est
une de (). D’ailleurs z? est le plus grand carré contenu dans
r(y* + r), car autrement on aurait successivement

r > 2z, P> A+ —r), 3r 4 4 > 4y or r <2y .

22. Dans le second membre de l'identité

all

w Vn —a 4+ ——
“ T E e e

remplacons 1/ n par le second membre lui-méme ; puis, dans le

résultat, { n par le méme second membre de (w), etc. On aura
une généralisation de fraction continue, dont les continuants se
calculent a 'aide des formules

G'=2aF + a"E’, G=2aF + o"E

’

et on a:
G”? — nG* = (— a")t

b
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¢t désignant le rang de G dans la série des continuants A, B, ... G.
Si on prend n = a? — a}, on ales solutions de 2? — ny?>—=a"",

quelle que soit la parité de ¢ (Landry).

gz T, sriod B P d e br ! .

23. Les periodes correspondant aux nombres a',....; a’, ..., et
a, ... provenant de la réduction en fraction continue des racines
carrées des nombres

a4 1, ¢*4+ 2, a’s 4+ a’ a® -+ 2a" — 1, a’® <= 20"

sont respectivement

a'; a, a; a, a; a’ ,a ' —1, a—1, a; a’, a’ ;
2,1 a, 1; 22 —1,2 , 27 —1, 1 2a, .
207  a’, 2a’; 2, 2a’; 1 ,al—1, 1 , 2a’ ; 1, 2a’ ;

L'n déduire les fractions continues représentant les racines carrées
des nombres 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 23, 24, ...
24. Iftudier les nombres qui donnent les périodes

a’,a,2d ; a',a,a,2ad ; a,a,b,a,2d ; a,a,b,b, a, 24 ;

a’, b, c, b, a, 2a’ ; etc. (Euler)*

‘

25. Les termes de la série 1, 5, 29, 169, 985, 5741, ... Uiy
= 6u, — u,_, provenant de la réduction de \/'2 en fraction con-
tinue, sont tous des sommes de deux carrés (Ed. Lucas), et sont les
seuls nombres dont les carrés sont égaux ala somme de deux carreés
consécutifs (Welsch, 1. M., 1909, p. 17).

26. Ona V5 +1=2|1,1,1, ... |; les termes des diverses
réduites ne sont autres que les nombres de la série de Fibonacci
(exercice n° 8), lesquels représentent les continuants (0), (1), (1, 1),
(1’ 1, 1)7 (19 1, 1, 1)7 "'02

Le k¢ terme de cette série est égal a

(57 -7

Vo o .

d’ou il suit que si %4 est un nombre quelque peu considérable,

on a:
1,61803%

V5

pour la valeur de ce £° terme (Binet).

1 Auparavant Saunderson avait étudié les cas |1,2,3;..], |41, 1,1;..], |a;..|,
a b;..|l, |a b;c,d,e;c,d,e;...|. Cestdone lui qui, le premier, a considéré les frac-
tions continues en elles-mémes. ’ ‘
2 (’est une conséquence immédiate de ce méme exercice ne 8.

vy
—




FRACTIONS CONTINUES 205

97. La période (n°9) a au plus 2n termes, puisque g < Yn et
o <2 .

98. Des relations (18) et (21), on déduit la suivante

frr g >V > — g

ce qui ne peut avoir lieu que si g’ est positif. Donc lous les termes
de la série du n° 8 sont positifs (Lagrange). |
99. Si e =1, ona: f'=a', e=¢e’ Ja’, {" =2a", et la suite
se reproduit périodiguement. Conséquence de (7), de () et de (1).
30. Démontrer les relations :

naB ..oy = G’ + F7 af ... coy Gy + F

et tirer de la une autre démonstration de (28) (Lagrange).
31. D’apreés (), (z) et (A) on peut écrire

Wf=.. =dVez=¢do=oy=yn=na=1
d’ont
1 1 1 1
v =g+ - = . =—b4 -, g~ QY -,
(=m—gtg . Y=—ltg . FE—bhg . o + o
et de la
n —a n — R , . ,
—— =Y = -5, —f . — b, —a,n
a” g”
:——‘g,f...f),(l,—‘q’l

[.’expression y' se développe donc également en une fraction
continue inverse de celle de { n (Lagrange).

32. Supposons que dans la succession ...j, &, /... r,s, ... on
ait ' =1 et " == k"; d’apres (0) et (24), il viendra r =/ ; et en
outre, comme on a: :

k/ + ll — k/f" , ’,_I + S/ — rrll , ./'H li” _I__ /i/Z — 7'”3" _l_ 5;2 ,

il s’ensuit ' = &', §" =j".

Mais a' = A', "= g"; donc 0" =f", a =g, b’ = g’. Opérant
de méme surles couples g’, &' et /7, 0", il viendra ¢"=¢€", b=/,
¢ = [', et ainsi de suite. '

Les termes a, b, ¢ ... e, f, g de la période forment donc unc
suite symétrique, ainsi que les nombres o', " ... et a”, 0" ...

On peut donc écrire :

Vn=|d,a,b,c...c,b,a,2d;a,b,c..|

Cette forme du développement de Y n a été découverte par
Kuler, ainsi que les lois de ses termes. Elle a été démontrée par
[.agrange. Elle montre que, dans une méme période il y a au
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moins deux solutions de I’équation 2? — ny? — 4= ¢”, & moins que
la période ne soit d’'un nombre impair de termes et que g” soit
celui du milieu.

A titre de curiosité, voici la demi-période correspondant a
n = 991, la plus longue pour n < 1000,

3t,2,12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3.1,8,4,1,2,1, 2,
3,1,4,1,20,6,4; 31; 4,6 ...

ce qui donne, d’apres Legendre, ’
x = 37951 64009 06811 93063 80148 96080 ,

pour la racine du plus petit carré qui soit de la forme 991y* 4 1.
33. Sila période a,b ... d, e ... g, i contient un nombre pair de
termes, et qu’on ait, par exemple, d = e, on aura aussi d" —=¢€”".
Or on a en général d"¢” 4 e’> =—=n, ce qui donne, dans ce cas
particulier, e’2 4 d’*—=n: mais le nombre des termes a, b ... g, &
étant pair, I’équation 2? 4+ 1 = ny? est toujours résoluble. Donc,
dans le méme cas, le nombre n est la somme de deux carrés.

Mais I'équation est également résoluble dans le cas ou n est un
nombre premier 4 + 1. De la, ce théoréme de Fermat: tout
nombre premier 4 + 1 est la somme de deux carrés, et, en méme
temps, la decomp051t10n de ce nombre en ses deux carrés (Le-
gendre*.

On peut aussi conclure de la premiere partie de cette démons-
tration, que si n est un nombre premier 4 — 1, la période a un
nombre impair de termes.

34. D’apres (8) on a:

7

(a’,a..b,c,d, ¢, b..a =—=CD" + BC",
(@...b,c,d,c,b...a)=CB 4+ D),
(@', a..c.d,d,c...a)=CC 4 DD’ ,
(a...c,d,d,c..a)=C+4 D*.
De la le moyen de passer immédiatement du continuant de la

demi-période a celui de la période entiére, ce qui réduit de moitié
le calcul de la solution du prebleme de Fermat (Van Aubel)?.

1 D’apres certains manuscrits de Fermat retrouvés par Ed. Lucas, cette démonstration
serait celle de cet illustre géométre.
2 Dans les deux premiéres formules, Van Aubel trouve, assez péniblement du reste,
n.2 4 (V2 200/
nC2 — (/2 et nt2— (2
au lieu de CD’ 4 BC’ et C(B 4+ D). On pourra s’exercer a vérifier l'identité de ces deux ex-
pressions. Il tire de ses formules I'idée de rechercher les solutions de 'équation x2 — ny? = 1,
en remarquant qu’elles reviennent a déterminer w de telle maniére que n 4 w? et 2'» soient
divisibles par n — w?, car les denx quotients représentent les valeurs de x et de y, ce qui
conduit a déterminer de nombreuses valeurs de n pour lesquelles la solution est immédiate.
(Voir 4. F., 1885, p. 137 et seq.)
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35. Posons

on aurae .’

. n
2M2h: Mh+ Nh et N2h*— i{[_— .
h

Les valeurs des termes de la série Mu, Nn; Man, Nap; Man, Nans ...
telle que le premier terme de chaque couple est égal ala moyenne
arithmétique des deux précédents, et le second, a leur moyenne
harmonique, — oscillent de part et d’autre de la valeur de la ra-
cine \/'n , dont elles se rapprochent de plus en plus (Serret). Cette
propomtmn a lieu pour ] M. quelconque, et, sous cette forme, elle
était connue des anciens; la valeur de My donnée par Serret four-
nit une approximation tres rapide de VY n .

36. Pour que la fraction ; , développée en fraction continue,
AZ
donne une suite symélrique, il faut et il suffit que le nombre T
soit entier. En déduire la décomposition du nombre premier 4 4 1
en deux carrés (Serret).
37. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux irra-
tionnelles w et o se développent en fractions continues ayant méme
peériode, sont qu’elles soient liées par des relations de la forme

— ‘/E)__};E , Ab — aB =+ 1. (Serret)
aw + b -

38. On a différentes manieres de représenter graphiquement
les procédés de calcul des fractions continues et de ’équation de
Fermat. On se contentera de signaler ici :

1° le moyen d’obtenir le quotient et le reste de la division de «
par b, en portant, a 'aide d'un compas, la longueur & sur la lon-
gueur e, autant de fois que cela est possible;

2° la solution, par Poinsot, de 'équation ar — by = 1, au
moyen de la COI]SldelatIOl] des sommets du 68 (voir l’m‘ ma//z
1907, p. 301); - .

3° 1emp101 du papier quadrillé sur lequel on trace la droite
ax — by = ¢ ou I'hyperbole 2? — ny? =
4° ['inscription & l'aide d'un compas, sur la méme droite et i

ane méme échelle, des longueurs w4 b, a’x 4 &', ... ce qui
permet de trouver immédiatement la solutmn des systemes
ar+b=a'r 4 b'= ... On pourrait aussi employer des bandes

de papier tlansparent contenant chavune une droite divisée de «a
en«, de a’ en a’
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39. Les substitutions X = ax ++ fy et Y =yx + dy qui rendent
Iexpression AX? 4 2BXY 4 CY? identique a elle-méme sont dé-
terminées par une équation de la forme ¢ — (B? — AC)u? = a?,
a désignant le p. g. c. d. des nombres A, 2B et C.

Plus généralement, si ces mémes substitutions donnent une for-
mule identique a celle qu'aménent les substitutions X =a’'x + 'y,
Y—=y'a+ dy, ona:

[Aaa’ ++ Blay” + a’y) + ny']i— (B* — AC) (a'y — ay’)? = a® .

et plusieurs autres relations de la méme forme.

(C’est par des considérations de ce genre que Gauss a trouvé sa
solution de 'équation ¢ — nu® == a?, au moyen de la théorie des
formes binaires quadratiques, théorie ou elle est de premiere im-
portance. .

40. Sin est un nombre premier &4 — 1, les termes moyens d" et d’
de la periode sont égaux, le premier a 2 et le second a la racine du
plus grand carré impair contenu dans n. (Picou; voir I. M., 1900,
p. 302.) -

. ‘ b X ’ . ’
41. Si x2 — ny? =M, — est une des réduites du developpement

£
de Y n en fraction continue (Lagrange).

42. FEtendre les théoremes n* 8 a 13 aun développement en frac-
tion continue des racines de léquation Ax® 4+ 2Bx 4+ C =0 (La-
grange). Voir par exemple, Legendre, Th. des n. ou les traités
d’'algebre supérieure de Serret ou de Weber.

On lira aussi avec grand fruit la résolution de I'équation de
Fermat en nombres complexes par Lejeune-Dirichlet (Werke,
t. 1, p. 570). :

Pour la théorie des fractions continues généralisées, voir I’ En-
cycl. math., t. 1, vol. I, p. 282.

A. Ausry (Dijon).
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