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A PP LIG AT10N D1UN E TRANSFORMATION DE
M. BROCARD A LA CONSTRUCTION DE CERTAINES

COURBES TRANSCENDANTES

Pour peu que Fou s'occupe de la théorie et de l'histoire des
courbes particulières, des courbes transcendantes notamment,
on ne peut manquer d'être frappé par la multitude des travaux les
concernant, et par l'absence de tout lien entre ces divers travaux.
C'est qu' « une grande application et l'étude opiniâtre d'une
» courbe peuvent y faire voir des propriétés singulières : Fiuven-
» teur en est redevable à son génie et souvent à la fortune 1

»

plutôt qu'à des recherches systématiques. Ayant été amené à

constater combien cette théorie des courbes transcendantes
particulières a besoin d'idées générales, j'ai fait, sous l'influence de
la lecture du magistral ouvrage de M. Gixo Loiua sur les courbes
planes, quelques remarques que je crois utiles défaire connaître :

c'est à cet ordre d'idées que se rattache le présent article.
1. — En ce qui concerne les courbes algébriques, les notions

de degré, classe, genre... la notion de construction géométrique
et celle de transformations rationnelles, ponctuelles ou tangen-
tielles, permettent d'établir des coordinations et des classifications

simples. 11 n'en est pas de même pour les courbes transcendantes.

A la suite des recherches de M. Gixo Lohia sur les courbes
panalgèbriques, j'ai montré dans un article Sur la classification
et la construction cles courbes transcendantes t Enseignement
mathématique, 1913), qu'il y a le plus grand intérêt à introduire la
notion du nombre w qui représente l'ordre de l'équation différentielle

rationnelle la plus simple satisfaite par la courbe transcendante

envisagée. Plus profondément encore, il y a lieu d'étudier
les courbes du point de vue de leurs constructions : Une courbe
transcendante particulière (C) étant supposée donnée, et même
matériellement réalisée, quelles sont les courbes transcendantes
qui en dérivent par des constructions élémentaires Fin se posant
et en résolvant une telle question, on constitue des familles
nettement distinctes entre elles de courbes transcendantes; la plus

1 U. Cramer. Introduction à Canalyse des lignes courbes algébriques, Genève, 1750, page VI
de la préface.
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grande connexion existe entre les diverses courbes particulières
d'une même famille ; toutes les courbes ont nécessairement le
même ordre w; l'une d'elles, quelconque d'ailleurs, étant
supposée matériellement réalisée, la construction de toute autre en
résulte; réciproquement, pour que l'une de ces courbes puisse être
construite élémentairement, il est absolument nécessaire de se
donner matériellement l'une d'elles.

2. — Parmi les courbes transcendantes, les spirales et les quadrat

riees occupent une place particulièrement importante, ce qui
résulte principalement de leur grand intérêt historique. Les plus
antiques courbes transcendantes planes connues sont, en effet,,
la quadra tri ce de Dinostrate et la spirale d'Archimède.

Supposons matériellement réalisée la spirale d'Archimède.
L'inversion permet de lui rattacher la spirale hyperbolique ; des
transformations rationnelles simples, opérant sur le seul rayon recteur,
permettent de faire dériver les spirales de Fermai et autres spirales
d'ordre supèrimr de la spirale d'Archimède. La développante de
cercle et la spirale tractriee compliquée de Côtes appartiennent
elles aussi à cette même famille, puisque la première de ces courbes

est Lantipodaire de la spirale d'Archimède (Clairault) ou la
polaire réciproque par rapport à un cercle de la spirale hyperbolique

AIoxue), tandis que la seconde est l'inverse de la développante

du cercle 011 Lantipodaire de la spirale hyperboliquef Cores
et Neeberg ; G. Loria, Spezielle Kurven II, p. 202). Je vais
maintenant, et c'est le principal objet du présent article, établir qu'à
cette même famille de courbes panalgébriques se rattachent la
quadratrice de Dinostrate et la cochlèoïde de Falkenburg.

On sait que M., Brocard 1 a imaginé une transformation géométrique

simple pour faire dériver le Trifolium oblique clu cercle ;

cette construction géométrique se définit ainsi : étant donné un
point M, quelconque sur la courbe primitive (C), on lui fait
correspondre l'un des deux points P1? P2 d'intersection de la parallèle
à l'axe O.r menée par M et de la circonférence de centre M qui
passe par l'origine 0 ; en d'autres termes, on prend sur la parallèle

à O.r menée par M deux points P, P2 tels que :

M Pi MP2 ~ OM

Cette transformation aurait pu d'ailleurs être découverte en
cherchant à déduire d'une parabole de foyer O sa directrice: si la
courbe à transformer (C) est, en effet, une parabole de foyer O et
d'axe O.r, l'une des courbes transformées (GJ est la directrice

1 H. Bkocard : Le trifolium. Journal de mathématiques spéciales, 1891.
O. LoniA : Spezielle Kurven, I. p. 108.
H. Bouassk et E. Turrikriï : Exercices et compléments de mathématiques générales, Paris,

Delagrave, éditeur, 1912, §§ 404-106.
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tandis que la seconde (C3j est une seconde parabole. A une droite
(C) correspond une hyperbole équilatère ; à une ellipse de foyer
0 correspondent deux ellipses

Cette définition étant rappelée, supposons que la courbe primitive
(C) soit une spirale hyperbolique ; il lui correspond deux

courbes (Cj) et (C2) qui sont deux cochlèoïdes généralisées : je
désigne sous cette dénomination [G. Teixeira, Traité des courbes
spéciales, II, p. 386) les courbes d'équation polaire :

SLll (0 — 0o)
« -5—jj-- ;

en particulier, pour un choix convenable de l'axe O.r, on peut
ainsi construire la cochlêoïde de Falkenburo d'équation polaire :

sin 0

et la syncochlèoïde Iloi-bacrh, Intermédiaire des mathématiciens,
1905, p. 158], courbe dont l'équation polaire est:

v _ (>os 0

Parinversion opérant sur ces cochlèoïdes, on construit la quadra-
trice de Dinostrate et les courbes plus générales étudiées par
Chastes.

3. — La même transformation de M. Brocard appliquée à la
spirale logarithmique, rattache à cette spirale une courbe d'équation

polaire
r — a cos 6

qui jouit de la propriété importante d'être la pod a ire de la loga-
rithmoïde de M. E. Kostein. Cette courbe curieuse, découverte en
1907 par cet auteur, à propos de ses intéressantes recherches sur
les Arcuides (Gino Loria, Spezielle Kurven 11, p. 240), a été
considérée de nouveau par M. Köstlin lui-même ' comme étant
l'enveloppe d'un rayon vecteur invariablement lié à une spirale
logarithmique qui roule sans glissement sur une droite. L'intérêt que
présentent d'une part les Arcuides et d'autre part l'importance
cinématique du roulement de la spirale logarithmique sur une
droite (description d'une ligne droite par roulement sur une base

rectiligne) placent la logarithmoïde parmi les courbes transcendantes

remarquables. Elle se rattache donc, du point de vue de sa

1 Ueber eine transzendente Kurve von der die Zycloïde ein ürenzf'all ist f Mathematische-
Naturwissenchelften Mitteilungen, Wurtemberg, j2]. XI, 1900 ipp. 55-G'i et 60-78).
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construction géométrique, à la spirale logarithmique (de même

que la spirale de Poinsot et autres courbes remarquables),
puisqu'elle est la podaire négative d'une transformée de la spirale
logarithmique.

4. — Dans un article sur les courbes transcendantes et interseen-
dantes (Enseignement mathématique, mai 1912, pp. 209-214), j'ai
montré que, dans bien des cas, il est possible de considérer une
courbe transcendante particulière comme étant la limite d'une
famille dépendant d'un paramètre de courbes algébriques ou in-
terscendantes : la spirale logarithmique est, par exemple, une
limite de spirales sinusoïdes. J'ai même spécifié que la spirale
hyperbolique est la limite d'une famille d'épis interscendants h

m
sin m()

En appliquant à un épi de M. Arniiv, d'équation polaire

a

sin m G

la transformation de M. Brocard, on est conduit à une courbe
algébrique, ou interscendante suivant les valeurs de m, d'équation
polaire

_ 2a cos 0

sin 2/n6

en appliquant, en second lieu, à cette courbe la transformation
en éventail de M. H aton de la Goupillière 2, transformation qui
consiste à conserver le rayon vecteur et à multiplier les azimuts
par un facteur constant, on rattache donc, par une double
transformation géométrique, une certaine famille de courbes d'équation

polaire
sin ni)

r — ci. —
sin pö

aux épis de M. Aurry. C'est là une famille de courbes, généralisant
les rosaces et les épis, appelées courbes d'intersection de deux

mouvements de rotationy algébriques, panalgébriques ou d'ordre

1 A ce sujet, je signale que l'abbé Aoust, dans son Analyse infinitésimale des courbes planes
(Paris 1873), p. 143, cite une courbe particulière

ô

r X sin — const
V3

à laquelle il est conduit dans la résolution d'un certain problème; c'est là un épi particu-lier et cet épi est interscendant.
2 Note sur. le procédé le plus général de transformation des engrenages de roulement

cylindriques ou coniques, Annales des Mines, [6], v. p. 333.
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m 2 suivant les cas. Ainsi que je l'avais déjà indiqué dans mon
article antérieurement cité (p. 213), elles permettent de définir
comme courbes limites la cochléoïde et la quadratrice cle Dinos-
trate L

D'une manière analogue, puisque la logarithmoïde de M. E,
Köstlin peut être rattachée par une transformation géométrique
à la spirale logarithmique, il est donc possible de former une
famille de courbes algébriques ou interscendantes admettant la
logarithmoïde pour courbe limite : il suffît d'appliquer à la famille
de spirales sinusoïdes, considérée pour définir la spirale logarithmique,

la transformation géométrique qui fait dériver de cette
dernière courbe celle de M. Köstlin.

J'aurai prochainement l'occasion de rattacher la construction
de la eyeloïde ordinaire à celle de la spirale d'Archimède. La
transformation de M. Brocard appliquée en effet à la spirale
d'Archimède définit une nouvelle courbe transcendante dont la
eyeloïde est une courbe antipodaire.

Emile Tuhiuèki: (Poitiers,.

1 La bibliographie de ces courbes ne se trouvant pas indiquée dans les ouvrages sur les
courbes spéciales, je note ci-dessous les principaux mémoires où elles sont citées ou
étudiées.

ItOGKT (Philos.4 Transactions, 1825, p. 131). — Lk François (Correspondance mathématique

et physique de Quételet, 1829, t. V. p. 120 et p. 379. — U.V. D. Mknsrruooiî (Mémoires
couronnés et Mémoires des savants étrangers de l'Académie royale de Belgique, t. XVI,
1863). - Cn. Laboulayk : Traité de Cinématique, 1878, p. 418 et p. 947.— J. Platkau
(Correspondance mathématique et physique de Quételet : 1828, t. IV, p. 393 et 1829, t, VI. p. 121.

— Annales de chimie et de physique de Paris, 1831, t. XLVIII, p. 281. — Bulletin de
l'Académie royale de Belgique : 1836, t. Ill, p. 7 et 1849, t. XVI, p. 1). — D. (xautirr (Mesure des

angles. Hyperboles étoilées et développantes, Paris, 1911). Les //yperkales étoilêes de cet
auteur sont précisément identiques aux courbes précédentes et son hyperbole développante
n'est autre que la courbe trascendante qui est la limite d'une famille d'hyperboles étoilées:
la quadratrice de Dinostrate. J'ai déjeà signalé ce fait (Enseignement mathématique 1912,

p. 213).
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