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NOTE SUR LA GEOMETRIE DU TRIANGLE
ET DU TETRAEDRE

PAR

M.-Fr. Daniérs (lribourg, Suisse).

Nous développons dans cette note quelques théorémes
bien simples, échappés a ce qu’il parait a 'attention des géo-
metres qui se sont occupés de la géométrie du triangle et
du tétraeédre.

1. — Lorsque aux droites sphériques ou grands cercles
p;(1=1, 2, 3) qui relient un point quelconque P(t,) de la sur-
face sphérique aux sommets A (t.) d’'un triangle sphérique on
€léve en P méme des normales q,, ces nouvelles droites sphé-
rigues coupent les cotés correspondants du (riangle en trois
points Q. qui sont collinéaires.

\
o,
Ia

5,

On peutremplacer la surface sphérique par un plan (fig. 1),
et les normales ¢, par des droites conjuguées aux P, par rap-
port a une conique G sphérique ou plane (fig. 2).

Ce théoréme est une conséquence immédiate de I'identité
vectorielle :

V[1? t) t> [2[3 + \7[2' t: t! tg[l + V£ ) tv t! [1[2 E O
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ou, pour plus de simplicité, les virgules remplacent encore

des V, signes de la multiplication vectorielle ou externe. En

effet, nous trouvons, si les P, sont les vecteurs des cotés du

triangle, successivement pour le premier sommet A,, pour

la droite your la normale yassant par P, et pour son
19 I = 1

point d’intersection Q, avec le premier coté les vecteurs sui-

vants?
Vf, t ’ f2£3

= \7[&)(3 s pl f— \t (2[3 ’ (/1
Q =V v. v, LI

Ce dernier point? donnant avec les deux autres qui s’en
déduisent par permutation cyclique des indices une somme
qui est identiquement nulle, les trois points (), sont bien col-
linéaires, c. q. {. d.

2. — Lorsque aux drottes p;, qut relient un_point quelconque
de lespace P aux sommets A, d’un triangle plan, on cons-
truit aw point P méme des plans normaux =,, ces nouveaurx
plans coupent les cotés correspondants du triangle en trois
points . qut sont collinéaires.

On peut remplacer les plans normaux x; par des plans con-
jugués aux droites p, par rapport a une quadrique.

Pour démontrer ce théoréme on peut se servir avec avan-
tage des méthodes de Grassmann. En effet, on a successi-
vement pour la droite p,, pour la droite conjuguée p’, pour
le plan =, passant par celte derniere droite et le point P,
enfin pour l'intersection Q, de ce plan avec le premier coté
du triangle

’

[AP] P, =1 AP], = =[P | AF]

Il

Ps
Q

If

[A,A, P |A,P] = (A,P| A,P)A, — (A,P | A,P)A

1

Or ce dernier point, donnant avec les deux autres, qu'on
en déduit par permulation cyclique une somme qui est iden-

1 Voir ’Enseignement Mathématique, V11, no 3 : Les coordonnées projectives sur la sphere
ou Essai de géométrie sphérique, Fribourg 1907.
2 En développant on trouve

Ve, L= (e G — . LG5 Ve,e, L= (v. ) Vel, — (¢ f) Vel
Vi, e B = [(e6) (L6 — (ehiibBlle + (o)l viey — () (o)
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tiquement nulle, les trois points Q, sont bien collinéaires.
C. q. 1. d.

On arrive a une autre démonstration de ce théoréme, dont
le premier constitue, au moins pour le plan, un cas spécial,
en prenant le point P comme centre d'une sphél‘e et en con-
sidérant avec le triangle sphérique produit par les droites
PA, le trialatere polaire produit par les plans n,. Nous nous
proposons de revenir dans une note ultérieure sur certains
théoremes similaires, ou le pointest remplacé par une droite
quelconque vu un plan quelconque.

3. — Lorsqu’aux droites p, qui relient un point quelcongue
P aux sommets A (1 =1, 2, 3, 4) d'un tétraédre, on construit
auw potnt P méme les plans normaux n,., ces nouveaux plans
coupent les faces correspondantes du tétraédre selon quatre
droites q., génératrices d’un hyperboloide.

Au lieu des plans normaux n; on peut prendre des plans
conjugués aux droites p, par rapport a une quadrique,

Ici encore les méthodes de Grassmann fournissent une dé-
monstration bien simple. On trouve, en effet, successive-
ment pour la droite p,, pour la droite conjuguée p!, pour le
plan =, et pour son intersection ¢, avec la premiére face du
tétraedre :

P =[APLL p =TAP], =

4, = [A2A3A4 p IA1P.] .
Or cette droite et les trois aulres qui s’en déduisent par
permutation (:y(:lique des indices peuvent s'écrire :
Pl APIA;A] H (AP l A P)ALA] 4 (AP | A P)[A,A,]
_(AQP | A P)[ALA] — (AP | A, P)[A AT — (A,P | A, P)[A,A,]

(A,P | A,PJ[A, A2]+(A3P{A PIA,A,] + (A,P | A,Pj[A,A,]
— (AP LA P)A A — (AP ] API[A;A] — (AP | A, P)[A,A,] .

Leur somme est nulle ; les quatre droites sont donc des

geénératrices d'un hypérbolo'l'de.

Fribourg, le 30 septembre 1917.
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