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METHODE NOUVELLI‘ DE PROJECTION
DE L’HYPERESPACE A QUATRE DIMENSIONS

I

PAR

V. Hravary (Prague).

Dans ce mémoire, nous allons exposer les principes de projec-
tion de ’hyperespace (a quatre dimensions) sur un plan, & P’aide
de deux projections seulement. Nous n’y traiterons que des
problémes fondamentaux, dont la connaissance permet de ré-
soudre les problémes spéciaux. Nous supposons la connaissance

A. de la géométrie projective dans un plan,

B. de la méthode de projection d’un espace linéaire & trois
dimensions sur un plan a I'aide de deux centres & I'infini, et

C. de la géométrie élémentaire de Uhyperespace hnealre a
quatre dimensions. |

s

I',—“ Norrons PI{I:‘.I.I]\'liNAIT{IES‘.'
1. ‘—j» Terminologie. Nous nous servons de lettres
a, b,c, .. A,B,C,’... | a, Byy, ... A,B,C, ..
pour désigner les points a, b, ¢, ..., les droites A, B, C, ..., les

plans «, 8, y, ..., et les espaces a trois dimensions A, B, C,

(brievement les espaces) dans 1’hyperespace (I'espace linéaire &
quatre dimensions). Les éléments & Vinfini seront dits impropres,
et désignés par des lettres soulignées a, A « ... |
Nous appelons méthode élémentaire de prOJectmn la methode
| sub B. Le rayon de rappel du point p joint I'une a P'autre les -
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projections du point p. Les indices i, k, toujours distincts, se
rapportent aux valeurs 1 ou 2.

2. — Eléments fondamentaux. Choisissons un plan quelconque
n avec la droite impropre °C pour pian de projection. Désignons
par 2C la droite impropre du plan complitement orthogonal
3 7. Tous les plans, dont les deux angles extrémes d’inclinaison
4 7 sont de la valeur -~ 45°, se rencontrent suivant la droite
1C, Alors chaque droite du plan passant par 1( forme avec

Pangle -+ 45°
1. — Poi~r.

1. — Un point quelconque a de Uhyperespace et la droite 'C
déterminent le plan projetant qui coupe le plan de projection =
au point ;. Nous le désignons comme la i-iéme projection du
point a. Les deux points a, et a, déterminent & leur tour le
point a de 'espace, car les plans projetants (a;1C) el (ay2() se
rencontrent en un point a: - a

Le point est fixé par ses deux projections et ces denx projections
déterminent « leur tour le point dans Ulyperespace.

I.e point @ et le plan x déterminent I'espace A = (an). On
peut considérer le point « dans ’espace A et on parvient a la
méthode élémentaire de projection. Les centres de projection
sont les points impropres des rayons projetants {(aa;) et (aa,).
Cela nous permet aussitot de trouver la distance aa, du point
a et du plan #. On Uobtient en rabattant le triangle aa,a,

dans 7.

2. —- Positions exceptionnelles. Lies projections du point a se

confondent en a, st ce point se trouve dans n. (¢; = a, = a).
Soit @« un point impropre dans unique espace impropre
(1C2C). Les projections u,, w, sur 0C ne le déterminent pas

d une maniére uniforme, parce que les plans (1Cu) et (Cu) se

rencontrent suivant une droite D. En ce cas u, “est la i-ieme

projection de chaque point sur D). Les rayons pmJetants i de

(. engendrent un paraboloide hyperbolique. Si u est situé sur

une génératrice projetante de ce paraboloide, on a u, = u,. Le

point u sur ¥ n’a pas la i-ieme projection.
Pour la distance de deux points voir IT1, 3.
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IT11. — Drorrr.

f. — Une droite quelconque A et la droite (i déterminent
une ﬁgure linéaire. La trace de cette figure sur n sera dite la
- wme projection A; de la droite A. En supposant les droites

A, 1C, 2C, non sécantes, on obtient les droites A;. A; et A, ne
déterminent pas A d’une maniére uniforme, car les espaces
(*CA) et (2(CA) se rencontrent suivant un plan.

“La projection A; d’une droite A est une droite en général, mais
les projections A, A, ne déterminent pas la droite d’une maniére
uniforme. '

Supposons une séric linéaire A (a, b, ...) des points sur A. Les
rayons projetants (aa;), (bd;), (cc;), ... qui sont en général des
génératrices d’'une quadrique gauche, font correspondre &
A (a, b, ...) une série projective A; (ai, bi, ...) [A(a, b, ...)
A A; (ai, b; ...)]. Or, parce qu'on a A (a, b, ...) A A (al, 1y o)
et A {a, b, ...) A A, (a,, by, ...), 1l s’en suit aussi |

Ajfa,, b ,e, .)ANA (ag, by, ¢y ..) .
L’enveloppe des droites de rappel (a1, a,), (b1, by), (c1,.¢5), ... est
donc une conique, mais, parce que les projections du point
immpropre de A sont & l'infini, cette conique est une parabole:

A chaque droite A appartient une parabole P,, enveloppe des
rayons de rappel (a, as), (b by), (¢;¢5), ... Les projections A,, A, et
la parabule P, déterminent la droite d’une maniére umr'orme

2. — Positions exceptionnelles. |

A. Droite sécante *C. En ce cas la i-ieme prolentlon de A est
un point A; qui est la trace du plan (*CA) sur . On a donc
pour i = 2: La deuxiéme projection d'une droite A, orthogonale
a m est un point A,. |

B. Droite sécante w. 1. eqpace A = (Arn), a un point commun
ic avec iC. On peut donc appliquer la méthode élémentaire de
projection a I’aide de deux centres impropres 1c, 2c. (i, = 2c;).
" La parabole appartenant ¢ une droite sécante r dégénére en un
faisceau de rayons paralléles. ,

C. Droite tmpropre. quppomm tout d’abord une droite A qui
“ne rencontre ni 1C ni 2C. Dans ce cas on a-

él (21 1 _l_)_l » €1 L) A A O (fa ) _’12’ Sz’ ) sur 0_(_:_-

\
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Chacun de deux points doubles de ces deux séries représente
les projections confondues d’une sécante aux quatre droites
A, 2G, G, oG,

Ld [-itme projection d’une droite A qui s’appuie sur G oest
le point d’intersection de deux plans (AiC) et n. La série
A (a;, by, ¢, ..) seréduit an point A, Une droite A qui s’appuie
et sur 1C et sur 2C ne nous prescnfe que deux points A, A,
distincts, si elle n’est pas une des droites projetantes, confondus
dans le cas contrairve.

o. — Deux droites A et A" sont concourantes au point z, si
le rayon de rappel (x;2,) {x; = A; A7} est tangent aux paraboles
P, et Py Il s’en suit pour deux droites paralleles d’apres I1.2:

Deux droites sont paralléles, lorsque leurs projections du méme
nom. sont paralléles. On se sert de ce théoreme pour résoudre
facilement le probleme de la distance de deux points a, b sur A.
On meéne une droite A’/ / A par un point quelconque de =, et on
projette parallelement la série A (a, b, ...) sur A’ (d, ¥, ...).
Maintenant on peut procéder sur A’ dans 'espace (A'm)
qui est un probléme élémentaire.

Deux dreites A, B, dont A; = B, A, = B,, sont situées dans
un méme plan. Ce plan est 'intersection de deux espaces (1CA)
= (!CB) et (3CA) = (3CB). La quatriéme tangente commune de
deux paraboles P, P, est le ravon de rappel (z;2,) du point
d'intersection x = (AB).

Deux drottes A, B, A, = B,, A, =B, avec la parabole com-
mune P, n’ont aucun point commun.

h. — Deux drottes impropres. Le cas échéant on a

sur °C .

on obtient
Al by epo ) NA(ay, by epn )
Chacun de deux points doubles de ces deux séries projectives
représente la k-ieme projection d’une de deux sécantes communes
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a quatre droites (AA'CoC). Si A et A’ sont concourantes, on
ne peut mener qu'une sécante commune A (AA"RCOC). Sa
k-iéme projection est en méme temps la k-iéme projection du
point d’intersection x = (AA) Les - séries mentionnées sont
‘liées par la projectivité parabohque parce qu elle% n’ont qu’un
point double x. :

- Si les droites A et A’ sont concourantes, les séries Ah (an, bk, Chy +-)

I

A A, (ah, by, ch, ...) sont paraboliquement projectives.

IV. — Pran.
1. — Triangle caractéristique. Désignons par «; la i-ieme

projection du plan «, c’est-a-dire ’ensemble de i-iémes pro-
jections de tous ses points. Le plan « est déterminé par deux
droites D, D’ concourantes au point p. Nous avons démontré
(III, 1) la relation

" I}z, Cpr ve p,, ..)

Dg(ag, by, g, .. py. ...)

D(a l,c N N
D,(a;, by, ¢, ... py, ...)

) . -
Il s’en suit o, A o.

> >

Les champs o, et a, sont projectifs. On a donc trois points

doubles (distincts en général): x5, Y15, %15. Nous appelons le
triangle x5 445 215 triangle caractéristigue du plan «. Deux
de ses sommets sont & l'infini. Ils nous représentent-les projec-
tions (confondues) de deux sécantes communes & A 0C1C2C
(A est droite impropre du plan «). Le troisitme z =z, = ,
est le point d’intersection de deux plans = et o.
- La droite X; = (yiz) est en méme temps la i-iéme projection
de la congruence linéaire de droi’ms’qui s’appuient sur les rayons -
projetants des points y et z. Il s’en suit que le triangle xy,, z,, ne
détermine pas d’une maniére uniforme le plan «. I nous faut
- _encore un point quelconque pour le déterminer. La droite (ax)
~ a un point commun avec Pespace (*G2C). On méne par ce point
Vunique rayon possible de la congruence mentionnée et on le-
considére comme rayon impropre du plan «: |

Le plan est fixé par le triangle caractéristique iy, Yye, 215 €t
un de ses points. - | ‘ |

~ Indiquons par X1z7 190 Lygy les droites (yy,, 3,), (245, Zy)s




HYPERESPACE A QUATRE DIMENSIONS 281

{1‘12, Yyq)- Chaque droite D de o rencontre X (Y, Z) en un point

’ (y’, z'). Le rayon de rappel du point z' (y’, z’') est sur
1o (Yipy Zyp). 1L s’en suit que la parabole P, est inscrite au
t1 ldn ole .5 Yy 24"

Toutes les paraboles de toutes les droites du plan donné sonl
inscrites auw triangle caractéristique de ce plan.

2. — Positions exceptionnelles. — A. Si les plans «, 7, se ren-
contrent suivant une droite D, on parvient a la méthode élé-
mentaire de projection avec les centres impropres qui sont
points d’intersections de I’espace (an) et 1C resp. 2C. Le triangle
caractéristique a une droite double Dy,.

B. Sile plan et la droite iC se rencontrent au point ic, la i-1eme
projection o; est la droite o;. La i-itme projection du plan
contenant ‘(i est le point «;. Spécialement pour 1 = 2:

La 2-i¢me projection du plan complétement orthogonal @ = est

‘ /

le point aj.

lin combinant les cas ci-dessus énumérés, on obtient les posi-
tions diverses, d’ailleurs sans difficulté quant a leurs projections.

3. — Point et plan. Soit, donné le plan « par le triangle
T19 Y1 515 € PAruUn de ses points a. On a & trouver le point b de «
dont la i-1éme projection est donnée. On résout ce probléme
en trouvant dans «x le point by appartenant & b; dans «;. On
peut se servir du triangle z,, Yqg %19, €1 tenant compte du fait
que les séries de points sur X (Y, Z) se projettent suivant deux
séries projectives sur X, (Ym, Z,,) avec les points doubles y,,,
Zyp (B195 Typ5 Ty Yyo)- |
4. —- Drotite et plan. On a maintenant trois problémes a ré-
soudre. A. Trouver la /-iéme projection d’une droite D de «,
st Di est donnée. B. Trouver la droite D dans «, dont la para-
hole est donnée. C. Trouver le point d’intersection p (s’il existe)
du plan « et de la droite B.

A. Ce probleme peut étre résolu de la maniére analogue a
IV, 3. ‘

B. On peut considérer la parabole P, (inscrite aa triangle
1z Y1 2,,) comme enveloppe des droites D; dans «;. A la parabole
ainsi concue correspond dans «p la parabole P ,» enveloppe des
droites Dy. Cette parabole est de méme 1mcr1te au triangle
Tyg 1o 39> PATCE qu'a la droite X; (Y5, Z;) dans o; correspond la
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droite X (Yg, Z;) dans ap. La derniére tangente commune des
paraboles Py et P est la drmte Dy. On procede ensuite d’apres
IV, 4, |

C. Il y a assurément dans « une drmte D telle que lon ait
D; = Bi. Si le point d’intersection x existe, xy doit étre situé sur
Dy, parce que sa i-iéme projection doit se trouver sur B;. Or
si les deux droites D) et B se rencontrent, leur point d’intersec-
tion représente le point cherché (I11I, 3). Si elles ne se rencontrent
pas, le point d’intersection n’existe. pas.

'5. — Deuz plans. Quant a la position mutuelle de deux plans,
nous distinguerons les plans concourants, situés dans un méme
espace et les plans sécants, qui n’y sont pas. Les premiers sont
toujours demi-paralléles, les autres ne le sont que si leur point
commun est a 'infini.

Soient donnés deux plans sécants « et a’, non demlparalleles
Nous avons démontré (IV, 1) les relations ay A\ ag et a A o . Or,
en posant a, = «, on obtient «, A «,. Ces champs projectifs
ont trois points doubles (distincts en général), dont deux,
situés & Dinfini, représentent les k-iémes projections de deux
sécantes communes & AA'*COC. (A et A’ sont droitesimpropres
des plans « et «’ (III, 4)) 8

Le troisiéme point double est la k-iéme projection du point d’in-
tersection de « et a’. Pour le fixer on lui trouve le point corres-
pondant dans «; d’aprés IV, 3. Si les plans sécants sont demi-
paralléles, les trois points doubles se confondent en un seul
point impropre (I11, 4, fin).

Si les deux plans demiparalléles sont concourants, on peut
trouver d’une autre maniére la droite d’intersection. La para-
bole inscrite au quadrilatére Y, Z,,Y 37, (X, Y, Zy5 €6 X, Y3, Zy,
sont les trlangles caractéristiques de «-et «’) appartient a la
droite cherchée. En la trouvant d’a pros IV, 4, B, on a trouvé
la droite d’intersection des plans « et a’. »

.En résumé: Les plans sont sécants, non demzparalleles, st les
trois points doubles (mentionnés plus haut) sont distincts. Ils
~sont demiparalléles, si ces trois points se confondent en un seul
point & Uinfini. Ils sont concourants, si la parabole inscrite au
quadrilatére Y,,Z,,Y1,Z., appartient & une seule droite dans «
et a’'. En ce cas, cette droite est leur droite d’intersection.
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V. — ESspPACE.

1. — Triangle impropre. On a trois points remarquables
Oc, 1¢, 2¢, dans chaque espace A. Ce sont les points d’intersections
(°CA), (1CA), (3CA). Ils déterminent le plan impropre de I'espace
A. % est le point impropre de la trace T de A sur n. On P'obtient,
en joignant deux traces z, x’ de deux plans «, «’ de A (IV, 1).
Le point ic n’a pas sa i-ieme projection (11, 2). Pour le trouver,
on cherche la droite d’intersection D des plans (icT) et «. Sa
i-iéme projection D; est sur T, parce que le plan (icT) passe par
ic (IV, 2, A). On trouve d’apres 1V, 4, A sa k-iéme projection
dans aj. Parce que la droite cherchée rencontre =, les rayons
de rappels de ses points passent par ic, (I1I, 2, B). (Vest la
k-iéme projection du centre de projection ic pour la droite D.
Nous appelons °clc2c triangle impropre de I'espace A.

2. — DPositions exceptionnelles. — A. A contient m. Alors les
projections i, et *¢; se confondent. C’est done la méthode élé-
mentaire de projection avec les centres a I’infini.

B. A contient iC.. Dans ce cas, sa trace T; est sa i-iéme pro-
jection. Spécialement pour i = 2:

La deuxiéme projection de l'espace demiorthogonal & n est une
drotte.

C. A contient C et 2C. Il est donc 'unique espace impropre
de hyperespace. B

3. — Pount et espace. Soit donné un point quelconque p; dans
m. Le plan (*Cp) et I’espace donné A se rencontrent suivant une
droite P qui passe par ic. p; est donc la i-iéme projection d’une
droite P de A, passant par ic. Or, il nous faut encore un de ses
peints pour la connaitre. Le plus facile est de déterminer le
point d’intersection p’ de P et du plan (%T), parce que sa
k-ieme projection se trouve sur Tj. Le point d’intersection
de Tyy et de (*eip;) nous livre p,. P, = (i, py).

Toutes les droites P, sont paralléles.

4. — Drotte et espace. Trouvons la k-iéme projection Dj d’une
droite D de A, si D; est donnée. Il suffit de répéter deux [ois la
construction de V, 3, pour deux points a et b, sur D. Il s’en suit
aussitot que chaque droite de w peut étre considérée comme la
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k-iéme pro;ectlon Dy appartenant a D, pourvu que l’on fasse
correspondre a deux points a; et b; de D; les points ay et by sur.
Dy d’apres V,

Grice a cette methode, on peut facilement trouver le point
d’intersection d’une droite quelconque E et de l’espace A. On
“trouve, d’aprés la méthode que nous venons d’expliquer; une
~ droite D dans A telle que 'on a E; = D, et E, = D,. Les droites
E et D se rencontrent au point cherché (III, 3).

5. — Plan et espace. Deux espaces. Pour trouver 'intersection
de ces deux figures linéaires, on procéde d’aprés la méthode
précédente et on détermine ainsi le nombre nécessaire des points
communs a ces deux figures linéaires. ‘

6. — Constructions auzxtliatres pour résoudre les problemes -
non métriques dans A. On peut projeter 1’espace A d’un point o
quelconque (non situé dans A) sur un espace A’ contenant .
Grice a cette projection on parvient & la méthode élémentaire
de projection sur 7. Soit donc A = (a?c'c%) ’espace & projeter,
A’ = (*¢',%c'n) 'espace de projection et o sur iC le centre de -
projection. Chaque point a de A a a, = d;, si a’ désigne le point
projeté sur A’. Le point a’ se trouve sur P = (oa). Mais, parce
qu’il est aussi dans A’, le point d’intersection des rayons (a;%c,)
et Pr nous représente a,. Pour projeter un point quelconque a’
de A’ sur A, il faut trouver la droite A appartenant & a; dans
A (V, 3). L'intersection de cette droite avec P, = (o, @,) nous
donne a;. On approuve facilement le théoreme suivant: Le plan
d’tntersection des espaces A et (o) se projette en m.

- Pour résoudre uin probléme nanmétri_que dans A, on le projette
sur A’ et on y effectue la résolution. On fait ensuite projeter
la figure cherchée sur A, d’aprés la méthode ci-dessus exposée.

VI. — ORTHOGONALITE.

A

1. — Notes préliminaires. Soient A et A’ les droites impropres
de deux plans «, a’. Pour trouver les angles extrémes d’incli-
naison de ces deux plans, il faut trouver d’abord deux sécantes
B, B’ a A, A’ qui soient conjuguées - par rapport 4 la sphére
absolue. Ce sont les droites impropres de deux plans compléte-
~ ment orthegonaux f3 et ', demiparalléles et demiorthogonaux &

A
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a et o', Les droites (af), (a'B) et («f), {«'B’) déterminent les
angles cherchés. Si ces angles sont de la méme valeur, il y a
w! sécantes B, B’ et les angles obtenus & Paide des 001 plans

B, 8’ sont tous de la méme valeur. Or, en faisant A =1C et
A’ =10C, les %! sécantes mentionnées se réduisent aux rayons
projeta?ﬁs, quai rencontrent °C1C et 2C aux points %, 0c* ¢, 1c*
et 2c, 2c*, Les points % et O¢* ¢tant conjugués par rapport a la
sphere absolue, on les projette d'un point quelconque de m par
des rayons orthogonaux. On a aussi

C = ¢, = "¢ et

2. — Espace orthogonal « une droite. Tous les problémes de
Porthogonalité peuvent étre réduits au probleme de détermi-
nation de 'espace (de la droite) orthogonal (—e) & la droite
(& Pespace). L’essentiel dans ce probléme est de déterminer les
¢léments 1mpropres de la figure cherchée. Or, pour trouver
Pespace A orthogonal a la droite A, il suffit de considérer une
droite A" //A par un point ¢’ quelconque de 7. Désignons par
A’ lespace A’ = (rA’). A’ rencontre 1C et 2C aux points ¢ et ¢/,
e =2 (V, 2, A). - - -

Le plan 1mpropre de A est fixé par trois points. Nous en trou-
vons le point d’intersection (A2C) = 2¢. 2c est conjugué a %¢’ par
rapport a la sphere absolue. Cest le point impropre des droites
orthogonales & A’ (et pour cette raison aussi a A’). D’apres
VI, 1, les points %¢; et ?c, sont de méme conjugués par rapport
a la sphere absolue. On a done (2 ca) | (%ca).

Deux autres points impropres de 1’e%pace Ch(‘T’ChP sont situés
sur la droite impropre du plan «', orthogonal & A’ dans A’. On
les trouve par la méthode élémentaire de projection dans A’
L un d’eux, ¢, est le point impropre % de la trace T' du plan

. En résumé:

Le plan tmpropre de lespace A | A est fixé par trois points
Oc, 2¢, p. %c est le point tmpropre de la trace Ty, | Ay de Uespace
cherché, la projection Pc, est conjuguée par rapport & la sphére
absolue @ *c, (*ca) | (20 'a), et p est le point quelconque im-
propre du plan o' | A’ dans A’

3. — Droute orthogorale @ Uespace. (Nous conservons la nomen-
clature de P'article précédent.) 11 ne g’agit que de la position de

I’Enscignement mathém., 24¢ anndée: 1924 et 1925, 19
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la droite A. On obtient d’abord le point %¢’ par la construction
(3c, a) 1 (2c .)- On trouve ensuite le plan-“_commun o' de deux
espaces A et A’ = (2¢'n). Une droite A’ | «’ dans A’ nous pré-
sente le résultat cherché. On peut faciliter la construction, en
se servant du fait que Pon a A | Ty,

4. — Problémes spéciauz. Pour trouver le plan completement'
orthogonal 4 un plan donné, il suffit de trouver deux espaces,
orthogonaux a deux droites du plan donné. L’intersection de
ces deux espaces nous donne le résultat cherché. Comme celui-ci,
tous les autres. problémes spéciaux touchant ’orthogonalité de
deux figures linéaires peuvent étre résolus a I’aide de VI, 2, 3.
Il s’en suit que les problémes métriques trouvent leurs solutions
A Paide de la méthode ci-dessus exposée. Nous ne jugeons pas
- nécessaire de nous étendre sur le développement des solutions
spéciales. Le lecteur intéressé les trouve en abondance dans mon
article tchéque, publié en 1922 dans le « Casopis pro péstovani
matematiky a fysiky», T. LI

Remarquons encore que la méthode exposee est un cas spe(nal
de la méthode de projection de I’hyperespace linéaire a cing
dimensions sur un plan & V’aide de trois projections seulement,
que j’ai exposée dans le méme périodique tchéque en 1923,
T. LIIT 2

Prague, février 1925.

1« Promitani z primky na rovmu v prostoru ctyrrozmerném ’,
2 « Promitdni z roviny na rovinu prostoru pétirozmérného ».
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