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1.4 THEORIE DES GROUPES ET LA GEOMETRIE 221

Pour les structures simples en particulier, le groupe complexe
et le groupe réel unitaire s’engendrent compléetement au moyen
de leurs transformations infinitésimales, tandis qu’il n’en est plus
de méme en général pour les groupes réels non unitaires. Il est
vrai que toute transformation finie peut étre regardée comme le
produit d’un certain nombre de transformations admettant
chacune une transformation infinitésimale génératrice, mais on
ne sait pas a priort si ce nombre est borné. Or I'existence des
espaces & a courbure négative nous donne a cet égard un ren-
seignement précis et tres simple.

Soit en effet G un groupe réel non unitaire et & 'espace a
courbure négative dont G est le groupe des déplacements.
Iixons un point O de I’espace. Parmi les déplacements de 'espace
nous distinguerons les rotations autour de O et les transvections :
je désigne sous ce nom un déplacement dans lequel une géodésique
glisse sur elle-méme, les vecteurs issus de ses points se transportant
parallelement & eux-mémes au sens de Levi-Civita; la géodésique
considérée sera dite la base de la transvection. Cela posé tout
déplacement peut étre décomposé d’une maniere et d’une seule
en une rotation autour de O et une transvection ayant pour base
une geéodésique passant par O. Or chacun de ces déplacements
composants admet un déplacement infinitésimal générateur
(rotation ou transvection infinitésimale). Par suite toute trans-
formation finie de G peut étre décomposée d’une maniére et
d’une seule en deux transformations admettant chacune une
transformation infinitésimale génératrice. Par exemple toute
substitution linéaire unimodulaire réelle peut étre décomposée
d'une maniére et d’'une seule en une substitution orthogonale et
une supstitution symétrique positive (¢’est-a-dire dont 1’équation
séculaire ait toutes ses racines réelles et positives).
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Le second probléme que je voulais signaler est le suivant. J’ai
dit qu& une structure (infinitésimale) donnée correspondent
une mfinité de groupes G, mais qui sont tous isomorphes entre
eux. Cela n’est pas absolument exact si on considére le domaine
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entier d’existence de ces groupes; il se peut qu’a une transfor-
mation de I'un correspondent plusieurs transformations et méme
une infinité de transformations de 1'autre. C’est ainsi qu’a une
transformation homographique réelle & une variable corres-
pondent deux substitutions linéaires unimodulaires & deux
variables. On peut toujours en tout cas imaginer un groupe
abstrait G’ tel qu’a toute transformation de G’ corresponde une
transformation et une seule de 'un quelconque des groupes G,
4 une transformation de ce groupe G pouvant correspondre
~plusieurs transformations de G’. Ce groupe G’ a un domaine
simplement connexe, c’est-a-dire que tout contour fermé y est
réductible & zéro par déformation continue. Tout groupe G qui
a un isemorphisme non absolument holoédrique avec G’ n’est pas
simplement connexe, et le nombre des contours fermés irré-
ductibles entre eux par déformation continue dans le domaine
de G est égal au nombre des transformations de G’ qui corres-
pondent a la transformation identique de G; ce nombre peut
étre fini ou infini; les transformations en question de G’ engen-
drent un groupe discontinu qu’on peut appeler le groupe de
connexion de G.

H. Weyl a démontré ! que tout groupe simple réel unitaire a
un groupe de connexion fini, et on peut ajouter qu’il existe
toujours un groupe linéaire simplement connexe de la structure
réelle unitaire considérée. En fait on connait les groupes de
connexion des groupes simples réels unitaires. Mais la méthode
par laquelle Weyl a obtenu ce résultat fondamental ne s’applique
pas- aux formes réelles non unitaires des groupes simples, par
exemple au groupe homographique réel, au groupe linéaire réel
d’une forme quadratique indéfinie, etc. Les espaces & & courbure
négative attachés aux groupes réels non unitaires nous four-
nissent au contraire une méthode immédiate pour résoudre le
probléme. En effet soit G le groupe des déplacements de &.
Chaque transformation de G se décompose d’une maniére et
d’une seule en une rotation autour d’un point fixe O et une
transvection amenant O en un certain point A, transvection
complétement déterminée par le point A. Il en résulte que tout

1 'Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 380.
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contour fermé dans le domaine du groupe G se ramene a deux
contours fermés: I'un dans le domaine du groupe des rotations,
ou groupe d’isotropie, ’autre dans le domaine des transvections,
¢’est-a-dire en définitive dans I'espace &. L’espace & étant sim-
plement connexe, le second contour fermé est réductible a zéro.
Il en résulte que deux contours fermés du domaine du groupe
total G seront réductibles ou non I'un a I'autre si les contours
fermés correspondants du domaine du groupe d’isotropie le
sont. Autrement dit le groupe de connexion de G est identique a
celui du groupe d’isotropie. Et comme ce dernier est un groupe
linéaire unitaire, ou se décompose en groupes unitaires, et, dans
certains cas, un groupe a un parametre isomorphe au groupe des
rotations du plan, on connait facilement son groupe de connexion,
de sorte que le probleme proposé est résolu. La conclusion géné-
rale est la suivante. Le groupe de connexion de tout groupe
simple réel non unitaire, ou bien est formé d’un nombre fini
d’opérations, ou bien se décompose en un groupe fini et un
groupe cyclique d’ordre infini.

Je signalerai seulement un résultat curieux. Le groupe de
connexion du groupe homographique réel d’une variable est
infini, tandis qu’il est fini pour le groupe homographique de
plusieurs variables.

Dans tous les cas du reste on peut effectivement construire,
pour une forme réelle non unitaire donnée d’une structure
simple, un groupe simplement connexe G'; seulement ce groupe
n’est pas nécessairement linéaire, comme dans le cas des formes
unitaires. Dans le cas du groupe homographique réel d’une
variable, le groupe simplement connexe G’ est par exemple
donné par la formule

o o — & tox + b
o Tl Lgxi}—/)'
A la transformation homographique identique (¢ = b’ = 1,
a’ = b = 0) correspondent les transformations en nombre infini
= x 4+ n=x (n entier)

La méthode précédente s’applique aussi au groupe simple
compleze, qui a du reste le méme groupe de connexion que le
groupe réel unitaire.
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