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équations w1 0, w2 0, donc on trouverait en outre 2 (n + 1)
invariants mixtes pour ces deux équations. Et pour l'ordre n > 2,
2 (n — 1) invariants étant fournis séparément par les équations
r^1 0, 0, on doit trouver deux nouveaux invariants. En
fait, les choses ne se passent pas aussi régulièrement dès le début.

Il est préférable de traiter plus symétriquement le système (61),
ce qui permet en particulier d'obtenir des formes normées plus
simples pour les expressions de Pfafî; mais nous ne traiterons
pas directement ce système, devant retrouver un système
analogue dans le problème suivant, relatif à la conservation d'une
équation quadratique.

Conservation d'une équation quadratique.

26. — Soit l'équation quadratique

£ S L du2 -j- 2M dudv -|- NJr 0 (62)

qui sera conservée moyennant les conditions

ÔL — 2LÇ' _ oM — M (Ç' -f V)
_

8N — 2NTV

L ~~ M ~ N < '

Dans le cas général L 0, M ^ 0, N 0, on pose

L e~l M enl N e2n

Comme nous venons de l'indiquer au cas précédent, n (n + 1)
invariants distincts sont à prévoir jusqu'à l'ordre n% et 2n
nouveaux pour cet ordre. Mais en posant

2 (ni-l-n) iV1 ,ar\\j- e <64)
M2

LN

p ^ ev

on voit aussitôt que p. est un invariant d'ordre zéro; en effet,
tout invariant de la forme y,qui ne dépend que du rapport des

coefficients de cette forme, est eussi invariant de l'équation

y — 0. Les équations à écrire sont

ou. 0 ?/> ?' —V [V,0]
l «i0!» />.»?' + ?" S/'oi — Poi'l' — 1\"

fv.*]
I shoPio?'
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En écartant le cas des équations invariantes u10 0, ^01 0,

on trouve pour le premier ordre un seul nouvel invariant

hs. e~p (65)
tX01

(ce qui donne bien 2 invariants jusqu'au 1er ordre inclus);

du reste - -. a et <r étant deux invariants du 1er ordre de la
• '

forme y(n°16). On peut ensuite substituer à la seconde équation
[V, 0]

'

St 0 [V 0']
et en posant

!J-io *x «'V <66>

on peut écrire les deux dernières équations [V, 1] sous la forme

01 5' oy [V 1']

Dans les équations dérivées, on pourra encore substituer celles

en dr10 et âr01 à celles en dz10 et de sorte que nous écrirons

»Pua 2 Pu?+ P,o?"+ °+ — V"

*Pn Pu + V)
^

OT10 *10 ^ OT01 ~ l01

^VlO ~ y10% OX01 30 ^OlV

soit 7 équations au lieu de 6, les deux dernières n'étant pas
indépendantes, à cause de la relation

!J*ii ~ **oi e ~ Vioe^ {^)

On obtiendra donc les 4 invariants distincts du 3me ordre1

s un Ç Pll 6 t10 T01 (68)

Les paramètres différentiels d'une fonction /

SjWi V=/ôi^ (69)

i Les lettres 3, 0, sont ici employées pour représenter des invariants différents de
ceux précédemment désignés par les mêmes symboles.
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donnent lieu aux relations

J KKf=!n<fx-y - <V W f\ië~x~y - *Suf
I (5,A) f £ V - V) /;, e~*~»

et permettent de former tous les invariants suivants à partir
des invariants essentiels //, t, e, Ç. Dans le cas général, 0 9, les

invariants t, 0, 9 sont suffisants; en effet les conditions

0|J. ==OT==ÔÔ — O^==0

permettent alors, en tenant compte des relations

e-x _ e-// 1 (66')rio ^ — 1 01c v '

d'où
5 (h-io e~*) 5 (tJoi e~!/) 0

de retrouver £01 yj10 0 et les équations [V, 0].

27. — Cas particuliers. — Si deux des quantités L, M, N sont
nulles, les équations réductibles aux formes du2 0, dudv 0,
de2 — 0, n'ont pas d'invariants.

Si L ou N est nul, l'équation a une forme xàdv 0 outidu Ö;

l'on est par suite ramené au cas de l'équation 0.

Si M — 0, la conservation de l'équation quadratique se traite
exactement comme celle d'une équation de Pfaff; on part en
effet de la seule relation

hp 5' - V

analogue à [IV, 0] du n° 18. L'équation a ici une forme 0,
où les formes de Pfaff ^ et xà2 ne diffèrent que par le signe du
coefficient G (c'est-à-dire Cx + C2 0). De même, dans le cas

P10 ^01 — 0, donc p. constant, tous les invariants, en dehors
de w, sont formés comme dans le cas précédent u 0, c'est-
à-dire comme pour une équation de Pfaff.

Nous ne traiterons pas le cas où une seule des quantités u10

et u01 serait nulle, ni les autres cas particuliers qui se présentent
ensuite.

28. — Formes normées et normales. — On peut évidemment,
pour conserver l'équation ^ 0, ramener le problème à celui
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de la conservation d'une forme quadratique normée par un
facteur convenable; en considérant deux formes équivalentes,
les relations

LU'2 _ MU'V _ NV'2 _ Y

L M N y
71)

montrent qu'on obtiendra des facteurs normants en utilisant
des invariants relatifs (2), (2X) ou (I2) de l'équation % — 0; les

formes normées seront toujours caractérisées par certaines
relations entre leurs invariants.

Considérons en particulier la forme que nous appellerons
normale (dans le cas général)

y* — Qy, L *du2 + 2M *dudv + N*dv2 (72)

(les quantités se rapportant à cette forme étant marquées d'un
astérisque), avec le facteur normant du premier ordre

u a ex+y'
Q —= pa (73)

|/LN j/LN
V ;

donnant

L* ex+!/+p x* ex+y-P — e2;/+log-
^

__ y/<x

et calculons les premiers invariants de la forme y* en fonction
de ceux de l'équation y; 0

x* £(/:+ V* Î
' P* A °* yz W

On voit que p* a* 1; par suite une forme quadratique
normale est caractérisée par la relation

3d 1 (76)

entre deux de ses invariants du premier ordre; cette relation
entraîne en effet

P-3 0 P-01 — ei+n ou ex+y el + n

par suite
L* » L M* M N* — N Q 1

Si l'on se reporte aux décompositions d'une forme y indiquées
au n° 17, soit

7. ^1^2 ^2 4- '/.o 7.0 2A0duds> (33)
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on voit que Ton a ici

•/* =*GT + "/* *'0 E|/Q fO

et la forme n'est pas normale au sens du n° 22, ni même
normée intrinsèquement, mais seulement par rapport à la forme

/ ; on devrait naturellement employer un autre facteur normant
pour / dans le cas p. constante.

Equation de Pfaff et forme quadratique particulière.
Conclusion.

29. — Envisageons enfin le problème de la conservation
simultanée de l'équation

A r
'.j — A du -}- lU/v' o — — - c (:>'»)

et de la forme quadratique

/m 2M Juds' M„ (77>

On obtient les conditions

oc — Y,' O mu Ç' -f Y/ [VI 0|

ou, en posant
ni -j- c 2 - mn — c 2k•

*: v [vi, o'j

conditions analogues à celles obtenues pour la conservation de la
forme

,7i Âdu+ Brfr a y/A Mo

On utilise donc ici un facteur normant d'ordre zéro

" - v/S
et l'on peut aussi rattacher aux formes 5 et y0 la forme quadratique

7. tà — 7.0

dont l'invariant >j. d'ordre zéro est nul.
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