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SUR UN POINT D'INTERSECTION DE SIX DROITES

PAR

Gustav Franke (Berlin-Steglitz).

Je vais donner la généralisation d'un théorème, dont M. A.
Streit a démontré quelques cas spéciaux dans UEnseignement
Mathématique (Tome XXVI, p. 97-138).

Soit DEF le triangle des pieds des transversales menées par
un point quelconque 0 aux sommets d'un triangle donné ABC.
Joignons un point quelconque P aux sommets du triangle DEF.
Soient Dx, Ex, F1 les points d'intersection de ces transversales
avec les côtés du triangle DEF. Nous allons montrer que les

droites joignant les sommets du triangle ABC à ces derniers
points concourent en un même point 0' (Fig. 1).

Â

3 * D 0 C

Démonstration. — Soient D', E', F' les points d'intersection
des transversales ADX, BEX, CFX avec les côtés du triangle donné.
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Les angles du triangle donné sont divisés par ces transversales
de telle façon que:

<xi + «2 a ; ßi + h ß ; Ti + ï2 ï •

Soient encore x, y, 2 resp. u, e, w les segments non-consécutifs
déterminés par les points D, E, F sur les côtés du triangle ABC, et

xi 1 Vit zi r©sp. u±1 w1 les segments déterminés par les points
D1? El5 Fx sur les côtés du triangle DEF, tel que selon le théorème
de Ceva:

x .y 2 — u.v. w et xx y1 zx zzz ux vx

Alors on a:

e sin ADj E '
z sin ADt F

d'où il suit:
sin ax ux v

sin a2 xx z

D'autre part, on a:

sin ocj BLE sin a2 CD'
sin ß AD7 ' sin y AD'

Il en résulte que:
sin at sin ß BD'
sin a2 sin y CD'

C'est pourquoi il suit:
sin ß BD' _ux e

sin y
' CD' xx z

c'est-à-dire:
BD' ut v sin y
CD' xx' z sin ß

De même on trouve:
CE' vx w sin a

AE' yx x
' sin y

AF' ax u sin ß

BF' zx y sin a

En multipliant ces trois équations, on trouve, parce que

T1 • 3/i • si u\ • r, • '"1 et < :

BD' CE' AF'

(1)

(2)

(3)
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ce qui est la condition du théorème de Ceva. Aussi les transversales

AD1? BEX, CFX concourent-elles en un même point.

Réciproque. — Si l'on joint les sommets du triangle, formé par
les pieds de trois transversales se coupant en un point, aux points
d'intersection des côtés de ce triangle avec trois transversales
joignant les sommets du triangle donné à un point quelconque,
ces droites concourent en un même point.

La démonstration se fait d'une manière analogue. On peut
aussi avoir recours à la méthode analytique. Cela nous permettra
d'établir quelques relations remarquables.

Soient x1 0, x2 0, x3 0 les équations des côtés BC, AC,
AB (Fig. 2). Alors les transversales joignant les sommets du
triangle aux points 0 et O' sont représentées par les équations
suivantes :

(AD) a2x2 — a2x2 o

(BE) <73^r3 — a1x1 0

et par conséquent:
(CF) Cl^Xl #2^2 — 0 •

En choisissant les paramètres px,2,3 pour le second triple de
transversales, on trouve:

(AD') p2x2 — p2x3 0

(BE') psxs — Plxx 0

et par conséquent :

(CP px «Tj —= 0
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A l'aide de ces équations on trouve immédiatement les équations

des côtés du triangle DEF, qui sont:

(E F) "ixi "F (,2'r2 "l" — 0

(FD) alxl — «2x2 -f «2x2 ~ 0

(DE) al rl -j- — 0

et les équations des côtés du triangle D' E' F', qui sont:

(E' F') — pvrx + p2.r2 + p:rr3 — 0

(Ë'D') p1.r1 — p2x2 -f p2.r2 — 0

(UfW) px*\ + p2.r2 — prr2 0

Pour démontrer que les transversales DDl5 EE1 et FFt
concourent en un point, il faut maintenant former leurs
équations. DDX devant passer à la fois par le point d'intersection des

droites xx 0 (BG) et (AD) et par le point d'intersection des

droites (EF) et (AD'), doit vérifier les équations suivantes:

X <1 • (<Vr2 azXz) — Ö (1)

(— a^'j 4- "2 -r2 -f — r (p2 x2 — p3x2) — 0 (2)

En transformant ces équations et multipliant la première par
— a1? elles reçoivent la forme qui suit:

— «i + q • «i «2 ;r2 — q ai a?> • -rp, — 0 (t)

— + («2 — r P?) X2 + {"3 + r * Pz) *Z 0 * (2)

Comme ces deux équations représentent la même droite, les

coefficients des coordonnées doivent être égaux, c'est-à-dire:

(j. ax a2 — a2 — r p2

— (f ax a?i — --f- v • Pz

d'où il suit:
a2 P* + "h/>2

ax.(a2p2 — a3p2)

En substituant cette valeur dans (1), on obtient l'équation
de la droite DDj sous la forme suivante:

(DD a,x c!lBl — f,2xC) -f- a x3 011/11 «*Pz H" «*P*
2 2 3 3
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Par permutation circulaire on trouve les équations de EE, et

FF,:
(Eig H- «,;r,

ChP' - a3.r, 0
1 11 1 1 2 " *tPi + «iPs

(FF,) — avrt -f a2x2 -f- a?> .r?>
«Oh ~ «2 Pi

°lP2 H- «2 Pi

Le déterminant des coefficients de ces trois équations étant
nul, les trois transversales concourent en un même point.

Il est important de déterminer la situation de ce point. En
employant une formule connue, on trouve que ses coordonnées

sont :

Ll _ /V'3 + PO'2 ^2 _ Pl «3 + p3 «1

'r3 Pl ((2 "F P2 °1
'

'r3 Pl (,2 + P2 ai

ou:
•T1 • *2 : 'r3 — (/Va + P* *2) '• (/>3«1 + Pl «s) '• (Plû2 + Psai) '

Maintenant je considère le triangle D' E' F'. Soient D^, et
F^ les points d'intersection des côtés de ce triangle avec les
transversales AO, BO, CO. Alors il est évident que les transversales
D' Dj, E' E^ et F' F{ se coupent aussi en un point.

Les équations de ces droites sont obtenues de la même manière
ou encore en remplaçant simplement les a, par les p, et les p, par
les a,.

Voilà les équations en question:

(d'd0 p03+ ppX - p***+p***=° •

(E 'KO P. 0

('" ko - p*>+p*r>+ p°x> XttS -0 •

Il est facile de constater que les coordonnées du point d'intersection

de ces trois droites sont:

.r1 : .r2 : .r3 (p2 as + /y2) : (pza, + pxaz) : (Plm2 + p2a1)

Comme on voit, le point d'intersection des transversales DD„
EE,, FF, et celui des transversales D' D^, E' EJ, F' F[ ont les
mêmes coordonnées; c'est-à-dire ces transversales concourent
toutes les six en un même point.
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