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formule trés générale & laquelle on peut donner bien des formes,
par exemple!

AAf—2AF2 — 20 (f, Af) — 43S

K = Y]

V. FORMES DE PFAFF SEMI-NORMALES.

11. Dans la géométrie euclidienne des surfaces (c’est-a-dire la
géométrie des surfaces pourvues de la connexion euclidienne induite
de P'espace ambiant, soit I'ordinaire géométrie riemannienne sur la
surface), on a avantage a considérer, plutot que la forme @, = df,
la forme
df 1

D, — xlwo CCI =
\VAf

Vevis

(53)

Le systeme formé d’une équation © = 0 et du ds® est en effet
équivalent, pour les transformations conformes, a cette seule forme
3;, normée vis-a-vis du ds2, de sorte que les invariants de cette forme
soient ceux du systéme indiqué. Nous dirons que la forme 23, est
canonique pour le ds?, ou semi-normale (on pourrait encore dire
unitaire); le facteur z;, la normant ainsi & partir de la forme #,, a
pour effet de ramener & I'unité le seminvariant du 1¢r ordre S; de
la forme ;. Les invariants de %, indépendants de x; sont les inva-
riants de 'équation 3 = 0; les autres invariants de &, sont des semi-
invariants ou des invariants gaussiens.

Les opérateurs différentiels du 1¢r ordre de @, sont

0-‘)1 = \/3_10690 651 = '\/El CC;O (54)
et pour 'opérateur £2, du 2me ordre, on a

B = ALL . (55)

1 Au moyen des formules
ANAf AZf A2f — 2AMF Ny

AL N AT . -
Y 372 A log Af_a—f_ff? of = Y

M, Qf) =

Pour un faisceau de lignes paralléles, avec Af = 1, on retrouve la formule connue
K =— X2 — 31, o)
Pour un faisceau isotherme, avec Af = Qf = 0

K = Alog Var.
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Par suite, si on introduit les vecteurs unitaires

N t = Jd (56)
— — == 9
VAV |

on obtient pour les paramétres différentiels les expressions suivantes

d

A(f, 3 d
3,z = U >: L —dxVz

VAP ds
o Q' (f. z) - dz _
O,z = \/A—f = o, = [d.Vz] =t x Vz (

2 d2 d
ﬁlz":l\z:(—2+d—2+r) +'1‘1(76l—>z:di\'Vz
't

! ds, s,

(B2 1
N~
~—

et aussi

- d? ki d d
3, 6)z = — z = (T — D, —
(02,¢,) ds, ds, ds, ds, lldsd Dldst %

d? d d

ds; ds]. T dsj dsi '

12. I’on a en particulier

— df .
@D.f = V& = L Br=

dsd

d/':0

dsc

et les invariants du 2m¢ ordre, D, et T,, de la forme semi-normale,
sont donnés par les formules (24) ou (33) suivant

azf Lodf azf df
— = T, ' AN = — 4+ D
ds,ds, tds, ! d’“fl Yds,
soit
] T . A, (f‘v VA—f) 1 ‘-), (/.' \/A—f) -4
. — Q —_ _ —— o8
! D1 '\/Af Qf Af 11 Y, (.')5’)
; ou encore
A"fF—2A1.Af Iy . (" f o)
I)1 — e f if — e /;_ 11 — — /i . (;)8)
20/2 2777 21/7

On reconnait en D; et T, les courbures géodésiques des courbes
% = 0 et de leurs trajectoires orthogonales, mesurées respectivement
suivant les normales (—d) et (—t) & ces courbes; en considérant au
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contraire t et d comme les tangentes positives & ces courbes, g; et gg
étant les courbures mesurées suivant les normales (—d) et t, on aurait

Dl = 8 T, = — gd . (59)

Par les formules (27), on obtenait, en utilisant (49) et (38’)

A (f log W) + ©/(f, 9)
VAf
| dsd ds[
\ “(f, log W A (60)
T, = By log W — @, — 2 1os W) = AT )
VAS
d lOg \\v (‘Z@

= — - L = Vilog W — Vo.
s oty t X og d x Ve

t

D, = (Dl log W 4 CC;lgo =

On reconnait dans ces formules le role des deux vecteurs (formant
simili-repére).

f, = Ve + IV log W g, = Jf, = — VlogW + JVo (61)

qui permettent d’écrire

[ h=—"Td+Dt g =—Dd—Tt (62)
[ D, = —d x g T, = —t X g ;
en particulier
ng_Q/',Vf+%VlogAf. (63)

13. Nous avons en effet indiqué (Thése) qu’a un faisceau simple
de courbes est associé le réseau angulaire des courbes coupant celles
du faisceau sous des angles constants et montré que les propriétés
de courbure céodésique de ce réseau sont résumées en ces vecteurs;
@ est. comme le montre la formule (49), langle de la normale d d’une
courbe du faisceau @5 == 0 avec la courbe du faisceau isotherme dY = 0
qui la coupe au point considéré, donc avec la normale au méme
point & la courbe du faisceau isotherme dX = 0.

Les formules (61) mettent bien en évidence deux ¢éléments géo-
metriques importants: d’une part, le module W de la représentation
conforme entre le (ds® euclidien) di? = dX? 4+ dY? suivant lequel
on peut représenter le ds® considéré, et ce ds?; d’autre part, I'angle ¢

qui caractérise le faisceau en question, et par suite aussi le réseau
angulaire associo.
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Sans insister pour le moment sur les opérateurs du 2¢ ordre
Iy et Iy, nous donnons, en tenant compte de

P Vv2
p,o— 0

0
TN T
les expressions des invariants du 3¢ ordre de la forme semi-normale &,

I:-

1

O (f, Qf) = Ao = divi, = rot g, (64)
kl == K = —A log W = — rot fl = div g (65)

ce qui correspond aux formules (50) et (51) ou a expression (52)
de K au moyen des parameétres différentiels de f; puis

— by = I, log W + I,y —Jji = I, log W — Mot (66)

Nous avons done retrouvé la courbure totale K du ds? comme
invariant du 3¢ ordre d’une forme semi-normale, et 'application des

s wpans .. 4
formules (29) avec les opérateurs différentiels i Eci— donne en-
Sq t

core, pour I, et K, des résultats connus.

14. A coté des formes déja étudiées @, et 3, on pourrait considérer
la forme

df H
= -— == Gj e —
(O V. Ty Wy Y Y

pour laquelle les parametres différentiels du 1¢r ordre d’une fonction z

sont N '
32,z = A(f, 2) G,z = O'(f, 3)

et qui est telle que
Wtz == W

] ] o
Pyz.Ryz = D,z Gyz. Gz = 6,2 Lz . 855 = 25 ete.

Plus généralement on peut associer a toute forme @ une forme

- = 2 hY " 4 ° ’ 1
inverse @ telle que % = @1, les paramétres différentiels attachés &
ces formes satisfaisant aux derniéres des relations précédentes.

Dans le cas d’une forme & quelconque, la théorie générale montre

2 2
1 Les invariants Iy, ki, ha, j1sont les composantes du tenseur Vg, + f —g/, de sorte

que y
9 9 - td—dt 2 3 B d?— > . td + dt
ver+ i —g =h—p— th—p— Fhh—— Fh—p
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que jusqu’a Pordre n ineclus, on doit réguliérement! prévoir n(n—2)
invariants, dont 2 (n-1) nouveaux d’ordre n; si un ds? est adjoint, le

. . . 927 . n{83n—1
nombre des invariants du systéme s’éléve a M—%“‘)> dont 3n—2

nouveaux d’ordre n; par suite les seminvariants sont au nombre de
3n, dont 3 nouveaux pour chaque ordre. Cette régularité n’est

d’ailleurs as acquise our les remiers ordres; c’est ainsi ue
)
4

. . : AP
pour 'ordre un existe le seul seminvariant S = 77 » Ue nous avons

réduit & 'unité pour les formes semi-normales.

V1. ForMES DE PFAFF ADJOINTES — OPERATEURS ET INVARIANTS —
dg? CANONIQUE A UNE FORME.

15. Dans le réseau angulaire attaché a un faisceau simple de
courbes, nous avons déja eu & considérer le faisceau simple des
trajectoires orthogonales des courbes de la premiére famille. Entre
les invariants et les opérateurs appartenant & ces deux faisceaux,
des rapprochements intéressants sont & faire. Pour simplifier le
langage, nous dirons que des formes de Pfaff & et y sont orthogonales
s1 les courbes intégrales des deux équations w5 = 0 et v = 0 sont deux
faisceaux de trajectoires orthogonales; en outre, & toute forme 73
nous assoclerons plus particuliérement une des formes orthogonales ;,
que nous dirons adjointe posilive de @ (% étant Uadjointe négative
de r3;), telle que

67)
; w; = ydg = i(— Adu 4 Bdy) = A, du + B, dy (67)

& w = xdf = Adu 4 Bdy

et nous affecterons de l'indice i les expressions relatives a cette
forme #;; on aura les relations

P, = P Q =—0Q
et comme
A=af, =g,  B=u, =—uys
on voib, en posant
x
) = Y ¢ = — (68
I 1= (68)

1 Quand il y a k équations de conditions pour exprimer la conservation d’un systeme
par les transformations (3), le nombre des invariants & prévoir jusqu’a Pordre n inclus

1
est /{ﬂ"?i—) — 9n. (CL. 1a note du ne° 4).
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