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SUR CERTAINES CORRESPONDANCES

PAR

Pierre Papirron (Prytanée militaire de La Fléche).

1. — 11 est utile parfois de revenir sur des sujets connus; a de
nouvelles lectures se découvrent certains développements,
certaines généralisations primitivement inexplorés: c’est ainsi
que ces quelques pages sont nées d’un article fort intéressant de
M. P. Vincensini, publié dans les Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, il y a quelque cinq ans, et que, dernierement, je
relisais 1.

2. — Deux courbes (C) et (C’) étant données, respectivement
décrites par les points M et M'; tout point u qui divise le segment
MM’ dans un rapport déterminé a pour lieu géométrique une
surface (S,) d’équations paramétriques

, x + ax’
g —_——

1 +a ’

Yyt oay
1 4+ a ’

z + az’ .

1 +a °’

o

en ces expressions, les fonctions z, y, z du paramétre u sont les

1 Sur les couples de contours fermés de méme longueur et de méme surface; 6me gérie,
tome II, pages 199-202, 1927.
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coordonnées de M, les fonctions z', y’, z’, du parameétre ¢, celles
de M’ et il est enfin posé

um’

um

Les équations (1), mises sous les formes
r_ 1 2 x4 2a
211 +a 1 -+ P
hn = . . . . . . . .y

montrent que (S,) est une surface de translation ' dont les courbes
fondamentales sont les transformées de (C) et de (C') dans les

homothéties
JC (0, “ >
1+ a

/ 2a
JC(O, -
i 1+a>’

les courbes coordonnées forment donc un réseau conjugué,
assertion qu’on vérifie, apres avoir calculé les dérivées partielles

et

Dk 1 dx

ou 1+ a'du’

</

z a dxr’

o 14+ a do’

(=4

et les termes essentiels

CAdu.do = m—ja“‘-’(dy-dz/ — dz.dy'}
B du.dv = ? )
G du.dev = ?
/.l. 9 2 2
Bdu® = g lde® + dy* + da)
F du.dy = M——%Li)i(dx-dx’ + dy.dy’ + dz.ds) ,  (3)
G do? = (1—37;2 (dz'* + dy" + dz")

1 Sophus Lie: Mathematische Annalen, XIV, p. 332.
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par 'identique nullité de 'expression

dA o  dB dn oG 0f

du vy L du oy du VY

proportionnelle a
S(Py.di — dPz.dy')da’ .

3. — Correspondance par surfaces équivalentes. — L’expression
de l'aire élémentaire sur (S)) est

ds, = \/EG — Fdudo
ou

dciL e 1+ a? V2 (dy . dz" — dz . dy")* ;

elle est donc la méme pour les surfaces nées des points p et '
tels que
ol |a/]
1 +a* 1+ a)?

c’est-a-dire, o’ différant de a, que
a.a" = 1:

ces points sont contraposés pour le milieu du segment MM,

4. — Correspondance par arcs équivalents. — I’expression de
I’arc élémentaire sur (S,) est telle que

15

d32 = Edu® + 2Fdu .do + Gde? ,
soit
1

dsi = (—1—}——61)—2[(6%32 + dy* + dz’) + 2aXdx.dx’ + a®(dz’? + ..)] .

La correspondance précédente ne se poursuit pas en général,
les relations

1 1

1+ a1+ a)
a a'

T+a = T+ o) )
a? a’?

14+ a2 (14 a)?2’

L’Enseignement mathém., 31c année; 1932. 15
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n’étant simultanément réalisées que pour

mais si les arcs conjointement décrits par M et M’ s’équivalent,

dz* + dy? + dz* = dz'? + dy'? + dz'?

|

) a a’
[ W ar T 1T &P

et les égalités

1+ 0 1+ a”
+a? (14 )

NS
Q

sont simultanément satisfaites quand
a.a =1,

c’est-a-dire avec les couples (u, p’) contraposés pour le milieu
du segment MM’.

5. — Correspondance conservant la courbure totale. — Etant

posé
R

T VAR L@

O

les rayons de courbures principaux R, et R, sont obtenus au
movyen de I’équation

o(B, G)

o?
XA S, o)

+ oo+ A2+ B4+ CG) =0

de sorte que la courbure totale de (S,) en p possede la valeur

s‘ BC) a:s_p
uv (1+a60~ ('1—}—(12
(1 + a)°

F étant une fonction qu’il est inutile ici de préciser; cette cour-
bure est la méme pour les surfaces nées des points w et u’ contra-
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posés pour le milieu du segment MM’ car la relation .

1+ a? 1+ a)

p ==

n’est encore vérifiée que si

a.a’ = 1.

6. — Concluston. — En résumé:

St deux points M et M’ décrivent deux courbes quelconques
données, il s’établit entre les points p et p.’ de la droite MM', contra-
posés pour le miliew du segment MM’ une correspondance super-
fictelle conservant Uaire et la courbure totale; si, de plus, les arcs
simultanément décrits par M et M’ ont méme mesure, de méme ceux
que décrivent p. et p.'.

Application. — « Imaginons que M et M’ décrivent deux sur-
faces applicables quelconques (S) et (S’), en restant homologues
dans ’application. p et " décrivent alors, d’apres ce qui précede,
deux surfaces (S5,) et (S,) telles que deux arecs homologues
quelconques sotent égaux: (S,) et (S,,) sont applicables. A tout
couple de surfaces applicables la construction géométrique
indiquée ci-dessus en fait donc correspondre une infinité
d’autres » (loc. cit.).

7. — Prenons deux courbes (C) et (C’) fermées et de méme
longueur [, décrites par M et M’ simultanément; la courbe
que trace alors p. sur la surface (S,) se ferme et sa projection sur
le plan 2Oy limite une aire

l ; z‘ (ydx — zdy)
[ (ndf — fdn) = [+ alyde + ydo' — o' dy — xdy)

(1 + a)?.
0 | 4 g2 (v da’ — 2’ dy’)

e

0

en supposant les diverses coordonnées exprimées a l’aide de
Parc de (C), par exemple. Cette aire est la méme pour les points
w et p' dont les paramétres a et a’ vérifient précisément les
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relations (4); nous les savons incompatibles, ¢’ différant de a.

Mais si
1

1 ‘
!/‘ydx——xdy = f (y'dx" — 2'dy’) ,
0 0

¢’est-a-dire si les projections de (C) et de (C') sur 2Oy enferment
des surfaces équivalentes, les conditions précédentes font place
aux égalités (5), vérifiées pour

a.a’ =1.

Ainsi:

St deux points M et M’ décrivent stmultanément deux courbes
fermées de méme longueur et dont les projections sur un plan
bordent des surfaces équivalentes, les courbes décrites par les
points p. et p' de la droite MM', contraposés pour le milieu du
segment MM, jouissent des mémes propriétés.

La proposition s’applique particuliérement au cas de la corres-
pondance par arcs équivalents sur des courbes fermées de méme
longueur; les lieux de w et de p' ont, en outre, méme longueur.

I1.

8. — Placons-nous maintenant dans le domaine de la géométrie
plane et soit le point p trans-
formé du point M’ par I’homo-
thétie-rotation de centre M et
de rapport complexe r, (fig. 1);

+ D’égalité vectorielle

Mz:ra.ﬁﬁ

C’ ,’ u
(C] | (C') s’écrit encore
F:g 1

Op = OM + r, (OM' — OM)

et, par suite,

E+in = (x4 ty) + (rcosa + trsina)[(z' —2) + iy —y)]:
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finalement, les coordonnées de p sont

; F =z + rll@’ —2z) cos « — (y' — y) sin a] ,

|

y + rl(a’ — z) sin « 4+ (y' — y) cos «] .

Par suite
% :h,,<% COS o — (fl?{), sin a> ;
_2_3:%_1_ r<———-g~28ina~—~%008d>,
%:r<%sjna+%~’oosa> )

et les coefficients, pour cette surface plane que décrit le point y,
sont

A=§,

B=20,

Cdudy = rsin o (dzdx’ + dydy') + r(cos a — r) (dedy’ — dydz’)
Edu®? = (r* — 2r cos o + 1) (dz* + dy7) ,

Fdu.dy = r(cos ¢ — 7) (dxdx’ + dydy’) — r sin a (dxdy’ — dydz’),
Gdeo® = r’(dz"® + dy'?) .

9. — Correspondance par surfaces équivalentes. — La surface
élémentaire décrite par p sur le plan a pour aire

ds, = | Cdudy |
ou bhien
ds, = |rsin o(dzds’ + dydy’) + r(cos a — r) (dedy’ — dydz’) | .
Cette aire est la méme pour les points p et p’ tels que
( rsina = 4 r sin o

r{cos a —r) = 4 r' (cos o’ — 7')
ou que
r r’ 1

sin o’ sin « sin (o 4+ o) ;
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il est immédiat de constater que les points p et p’ ainsi définis
sont contraposés pour la médiatrice du segment MM".

10. — Correspondance par arcs équivalents. — L’expression de
Parc élémentaire décrit par w sur le plan est telle que

-

(r* — 2r cos o + 1) (dz® + dy?)
+ 2[r(cos a — r) (dxdx’ + dydy’) — r sin «(dedy’ — dydz’)]
4+ 2 (da’? + dy'?) . “

2
ds =
'i""

La correspondance précédente ne se poursuit pas en général,
car les relations

g r?—2rcosa+1 =7r2—2rcoso +1,

r(cos o —r) = r' (cos &’ — 1),

(6)
rsin o = r’ sin o’
P == p'd ,

ul se réduisent d’ailleurs aux trois dernieres, n’admettent que
b

la seule solution
ro=r o = o' + 2k~n .

Mais si les arcs simultanément décrits par M et M’ ont méme
longueur,
dz? + dy? = dx'? + dy'*

et les égalités
r(cos a —r) = r' (cos &’ — r') ,

rsin o = r’ sin o’ (7)

sont satisfaites dans les conditions du paragraphe 9.
Une autre correspondance par arcs équivalents s’obtient
encore en supposant paralléles les tangentes en M et M'; ceci

entraine
drdy' — dydx’ = 0

et supprime la troisiéme relation (6), donnant un systéeme de

solution
r e, o = — o 4+ 2k=% :

les p et p’ sont contraposés pour la droite MM'.
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11. — Conclusion. — En résumé:

St deux points M et M’ décrivent deux courbes quelconques
données d’un plan, il s’établit entre les points p et p.’, contraposés
pour la médiatrice du segment MM', une correspondance conservant
Uaire; st, de plus, les arcs simultanément décrits par M et M’ ont
méme mesure, de méme ceux que décrivent p et p'.

12. — En supposant les courbes (C) et (C') fermées, de méme
longueur et simultanément décrites par les points M et M’, la
courbe qu’engendre p. se ferme et I’aire incluse a pour expression

[
[ nds—ctdx,
0

I’élément différentiel étant une fonction de l'arc de (C), par
exemple. Un calcul long mais fort simple transforme ’'intégrale
définie en

!
(r*¥ — 2r cos a + 1) f (ydr — xdy)
0

l
+ r(cos a« — r) / (ydx' — xdy’ + y'dx — 2’ dy)
0

l

— r sin af (ydy' — y' dy + xdx’ — x'dx)
0
l

+ r? f (y' dx' — ' dy’) .
0

L’aire est la méme pour les points w et p’ répondant précisé-
ment aux relations (5); de la une conclusion analogue a celle du
paragraphe 10. Si |

l l

fydx — zdy =(/ (y'dz" — z'dy’) .
0 0

c’est-a-dire si les aires qu’enferment (C) et (C’) sont égales,
(6) est remplacé par (7): les points p et u’ sont contraposés pour
la médiatrice du segment MM'.
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Ainsi:

Si deux points M et M’ décrivent simultanément deux courbes
fermées d’un plan, de méme longueur et bordant des surfaces
équivalentes, les courbes décrites par les points y. et p.', coniraposés

pour la médiatrice du segment MM', sont fermées et bordent des
surfaces équivalentes.

La proposition s’applique particulierement au cas de la
correspondance par arcs équivalents sur des courbes fermées de
méme longueur; les lieux de w et de p’ ont, en outre, méme
longueur.

Juillet 1932.

SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES
PAR LES MOYENNES GENERALISEES

PAR

Nikola OBRECHKOFF (Sofia, Bulgarie).

Soit ¢,, ¢1, ¢y, ..., des nombres donnés et supposons que les
nombres '
n
G, = 2 c,
w=0

sont différents de zéro. La série

N, (1)

n=0

est sommable par les moyennes généralisées si 1’expression

0, G

n

n

CoSo + €81 + oo A+ Cp S, 2
— > ‘Sn = a}k b

1= ()
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