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190 ELIE CARTAN

groupes de transformations pseudo-conformes laissant invariant
un domaine borné symétrique: cela veut dire un domaine
admettant en lui-méme une transformation pseudo-conforme
involutive dont un point arbitrairement donné du domaine est
un point invariant isolé.

Comme exemples de groupes simples ouverts dont le premier
nombre de Betti est égal a 1, citons le groupe homographique réel
d’une variable, le groupe linéaire complexe d’une forme d’Hermite
indéfinie, le groupe linéaire réel d’une forme quadratique réelle
réductible & p = 2 carrés positifs et 2 carrés négatifs. Comme
exemple de groupes simples ouverts dont le premier nombre de
Betti est nul, citons le groupe linéaire réel d’une forme qua-
dratique réductible & p = 3 carrés positifs et ¢ = 3 carrés négatifs.
Si I'un des entiers p et ¢ est impair, le groupe fondamental du
groupe adjoint est d’ordre 4; si p et ¢ sont pairs tous deux, 1l est
d’ordre 8. Enfin le groupe des déplacements de ’espace hyper-
bolique réel & n > 3 dimensions admet un groupe fondamental
d’ordre 2.

Ajoutons la remarque qu'un groupe simple ouvert n’admet
pas toujours de représentation linéaire fidéle ; il en est certainement
ainsi si le premier nombre de Betti de son groupe adjoint est
égal a 1, le premier nombre de Betti du groupe lui-méme étant
nul; exemple: le groupe simplement connexe de recouvrement
du groupe homographique réel & une variable.

Si 'on passe maintenant d’un groupe simple ouvert & un
groupe semi-simple ouvert, on voit que son premier nombre de
Betti £, est au plus égal au nombre des groupes simples dont il est

infinitésimalement le produit direct; quant au second nombre
hy (hy — 1)

de Betti, on démontre facilement qu’il est égal a B :

VI. — LES GROUPES DE LIE SIMPLEMENT CONNEXES ET LE
TROISIEME THEOREME FONDAMENTAL DE LIE.

Il nous reste maintenant & démontrer, pour les groupes de Lie
simplement connexes les plus généraux, le théoréme suivant,
dont je rappelle I’énoncé.
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L’espace d’un groupe de Lie simplement connexe est le produit
topologique d’espaces de groupes sumples clos et d’un espace
euclidien.

La démonstration que je vais indiquer de ce théoreme est
intimement liée & la démonstration d’un autre théoreme dont je
n’ai pas encore parlé, ¢’est la réciproque du troisiéme théoréme
fondamental de S. Lie. J’ai rappelé au début de cette conférence
lexistence de relations algébriques (2) entre les constantes de
structure d’un groupe de Lie quelconque. On connait plusieurs
démonstrations du fait qu’a tout choix de constantes satisfaisant
a ces relations correspond un groupe, mais ces démonstrations
ne prouvent 'existence que d’un groupe local, limité au voisinage
de I’élément identique et c¢’est une question non encore résolue
de savolr si un groupe fini et continu local peut étre toujours
prolongé en un véritable groupe fini et continu, défini globalement.
J’ai indiqué [17] pour les groupes infinitésimaux de Lie, une
démonstration faisant appel a un théoreme d’E. E. Levi; mais
la démonstration de ce dernier théoréme est par elle-méme assez
compliquée et n’a du reste jamais été faite que dans le cas des
groupes infinitésimaux & parameétres complexes®. Je vais indiquer
une démonstration plus simple qui a cependant sur la précédente
I'inconvénient de s’appuyer sur la propriété d’un groupe simple
clos d’avoir ses deux premiers nombres de Betti nuls.

Remarquons d’abord que la premiére démonstration donnée
par Lie lui-méme de la réciproque de son troisiéme théoréme
fondamental est valable au point de vue global aussi bien que
local. Elle s’applique lorsque le groupe infinitésimal est du méme
ordre que son groupe dérivé, ce qui revient a dire que le groupe
n’admet aucun groupe continu abélien qui lui soit isomorphe
(mériédrique ou holoédrique). Dans ce cas en effet on peut écrire
a priort les transformations infinitésimales (5) du groupe adjoint
par la seule connaissance des constantes de structure:

E. — ok Of . (5)

i = ki S h

1 M. J.-H.-C. Whitehead a obtenu récemment de ce théoréme une ¢légante démons-

tration, non encore publiée, valable aussi bien dans le domaine réel que dans le
domaine complexe.
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or ces r transformations infinitésimales engendrent un groupe
sous la seule condition que les ¢, satisfassent aux relations
algébriques de Lie, et ces constantes sont les constantes de
structure de ce groupe. On a ainsi un groupe infinitésimal de la
structure donnée; mais comme ce groupe est linéaire, ses transfor-
mations operent sur un champ préexistant, a savoir I'espace
euclidien & r dimensions, et, dans ce champ, on peut composer les
transformations du groupe local de maniére & engendrer un
groupe global.

Cette conclusion s’applique en particulier a tous les groupes
infinitésimaux semi-simples 1; ¢’est pour cela que nous n’avons
pas eu a nous poser la question d’existence des groupes globaux
dans ce cas-la.

Cela posé, nous allons démontrer le théoreme suivant.

THEOREME FONDAMENTAL. Tout groupe infinitésimal de Lie
admet une représentation intégrale simplement connexe dont la
pariété est le produit topologique d’un ou de plusieurs espaces de
groupes simples clos et d’un espace euclidien.

Ce théoréme est vrai pour les groupes Infinitésimaux semi-
simples. Nous allons procéder par récurrence en démontrant le
Lemme suivant.

LemME. Sott G un groupe infinitésimal d’ordre v + n admettant
un sous-groupe inyvariant abélien g d’ordre n. Si le groupe infi-
nitésimal Glg vérifie le théoréme fondamental, il en est de méme
du groupe G.

Supposons un instant ce lemme démontré. Si G n’est pas
semi-simple, 11 admet un plus grand sous-groupe invariant
intégrable G, [2]; le sous-groupe G; étant intégrable, cela signifie
que si 'on forme ses groupes dérivés successifs Gy, G, ..., le
dernier G, est abélien [1]. D’autre part, d’aprés un théoréme
de Lie, tous ces groupes sont invariants dans G. Cela posé,
I’application du Lemme au groupe G/G,, qui admet G, /G, comme
sous-groupe invariant abélien, alors que le groupe simple G/G,
satisfait au théoréme fondamental, montre que G/G, satisfait

1 Elle serait générale si ’on savait démontrer que tout groupe 1nﬁn1t651ma1 de Lie
est isomorphe (holoédrique) d’un groupe linéaire.
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aussi & ce théoréme. On applique ensuite le Lemme de proche
en proche aux groupes G/G,, G/Gy, etc. jusqu’au groupe G
lui-méme. ’

Avant de mnous occuper du Lemme, donnons quelques
indications sur la démonstration de la réciproque du troisiéme
théoreme fondamental de Lie. Si I'on se donne un systéme de
constantes ¢ satisfaisant aux relations algébriques de Lie,
on aura le groupe des paramétres d’un groupe de la structure
donnée en construisant dans une variéié a r dimensions convena-
blement choisie, r expressions de Pfaff o!, »?, ..., o" linéairement
indépendantes et partout réguliéres satisfaisant aux équations
de Maurer-Cartan *

(i) = %c;fh[mjwk] . (6)

Ces formes étant construites, on aura le groupe des parameétres
cherché en intégrant les équations compleétement intégrables
o' (£ d¥) = o'(E; dF)
les £ étant les coordonnées d’un élément du groupe, les &' celles
de I’élément transformé. Si la variélé choisie est simplement
connexe, cette intégration, tant qu’elle pourra se poursuivre,
donnera pour les £’ des fonctions uniformes des &, mais, pour étre
stir qu’on ne sera jamais arrété dans I'intégration, on sera obligé
d’astreindre les formes w; a des conditions restrictives, par
exemple que ’espace riemannien obtenu en introduisant dans la
variété une forme différentielle quadratique définie positive
g;0'w’ & coefficients g;; constants, est normal® ou complet. La
démonstration classique de la réciproque du troisiéme théoréme
fondamental revient, ce qui est facile [8], & trouver des formes o’
satisfaisant aux équations de Maurer dans I’espace euclidien des
parametres canoniques; mais ces formes cessent d’étre linéaire-
ment tndépendantes quand on s’éloigne suffisamment de 1’élément-

unité.
Cela posé, venons au Lemme & démontrer. Soient X,
(1t =1, 2, ..., n) les transformations infinitésimales de base du

-

1 Dans un groupe de paramétres £, les formes »¢ sont les parameétres de la trans-
formation infinitésimale o " a, Lg: 18l
2 E. CarraN, Lecons sur la Géométrie des Espaces de Riemann, 1928, p. 64-65.
L’Enseignement mathém., 35me année, 1936. 13




194 ELIE CARTAN

sous-groupe invariant abélien g et soient Xy,(a = n + 1, ...,

n -+ r), r autres transformations formant avec les n premiéres

une base pour le groupe infinitésimal G. On a par hypothése

(X;X) =0, (XX =d,X,, (XX =¢c, X+ X,
(7)

la sommation par rapport & lindice latin % s’étendant aux
valeurs 1, 2, ..., n, la sommation par rapport a 'indice grec A
s’étendant aux valeurs n 4+ 1, n + 2, ..., n -+ r. Les équations
de Maurer-Cartan prennent ici la forme

1, A
- 501"’" [0 w"] ,

T
—_—
=N
~—
~

. v 1 i o
(/ (") = c}m [ooh ] + 5023 [0 w] .

Les premiéres équations (8) sont les équations de Maurer-Cartan
du groupe G/g, qui, par hypothese, satisfait au théoréeme fonda-
mental; soit G’ le groupe simplement connexe correspondant.
On prendra pour w* les formes correspondant a ce groupe, qui
sont linéairement indépendantes et partout régulieres dans
Pespace E’ simplement connexe du groupe G'.

Reste a trouver les formes w’. Les c., sont les coefficients des
substitutions linéaires infinitésimales

U, = & nOf

a_—:ck,u ’
T duh

qui engendrent un groupe isomorphe de G, comme le montrent
les relations faciles a vérifier

(U,U,) = c:/ U

Soient
(ui)/ — A;'{ (E) uk

les équations finies de ce groupe, les Al (&) étant des fonctions
partout régulieres dans I’espace E'. Si on substitue aux formes

inconnues o' les formes
o = AL(E) o, (9)




LA TOPOLOGIE DES GROUPES 195

un calcul facile ! montre que les derniéres équations (8) deviennent

(@) = g ALE) &L%o . (8"
Le second membre est une forme quadratique extérieure partout
réguliére dans 1’espace E’ du groupe G’. D’autre part les équa-
tions de Maurer sont localement intégrales, et par suite le second
membre est un élément d’intégrale de différentielle exacte. Le second
nombre de Betti de E’ étant nul, il résulte d’un théoréme de
M. de Ruawm [18] qu’on peut trouver dans E’ une expression de
Pfaff HY (£) d&> partout réguliére dont la dérivée extérieure soit
le second membre de (8'). Il suffit alors de poser

o = dn' + H(£)dE"
d’ou on tire
ot = BL(g)dq" + K (§)dE" ; (10)

on a ainsi obtenu, dans ’espace E qui est le produit topologique
de E’ et de I’espace euclidien des n*, n -+ r formes indépendantes
el partout réguliéres satisfaisant aux équations de Maurer. Mais
ici Dintégration qui conduit au groupe des paramétres ne souléve
aucune difficulté: les (%)’ s’expriment au moyen des £% par les
fonctions qui définissent le groupe des parametres de G'; quant
aux (7')’, elles sont données par des quadratures effectuées dans
I’espace simplement connexe E’ des £* ILe Lemme est donc
completement démontré.

Le théoréme fondamental ne s’applique qu’aux groupes de
Lie simplement connexes; mais la connaissance d’un groupe de
Lie simplement connexe entraine celle des autres groupes infinité-
simalement isomorphes par la détermination des sous-groupes
proprement discontinus de son centre.

1 En exprimant que les o* sont les paramétres de la transformation infinitésimale
azI a;, 4: du groupe (9), on trouve

1
oA, L% = Al E o
oz N kme

d’ou résultent les équations (87).
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