5. — Cercles bitangents, cercles focaux.
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LES CERCLES FOCAUX DES CONIQUES 11
Pour k == 1, on a, d’apres (11),
Mn _ He 80 Yy g,

done, les deux axes Ox, Oy d'une courbe C d centre déterminent
cur toute normale @ cete courbe deux segments Mn , M€ dont le
rapport est constant et égal o 1 — k.

5 _ CERCLES BITANGENTS, CERCLES FOCAUX.

Soit k == 1: & toute parallele D & wz, coupant d en H, nous
associons un cercle T' gréce a la relation (10), toutes les fois du
moins que cette relation donne un lieu ou un point. Ce cercle I,
qui peut donc étre un cercle point !, est appelé un cercle focal,
dont D est dite la droite directrice. Dans les cas ou D et I se
coupent, T' est un cercle bitangent a é.

Soit M; un point quelconque, cOMMe (11) et (12) donnent:

Q Ho Ne

4 ’ 1 = k — 1 - _ L
la relation (3) appliquée aux trois cercles v, rH d’un méme
faisceau s’écrit: "

M, y) + (k—1) - TM, T) —k2(M,, H) =0,

ou, exprimant @ (M,, H) a Paide de M;d et M, D,

pmnwwaW}Hw—nkmum~7%qu}=o-
Done, la courbe C est susceptible d’étre définie d partir de
chaque couple T', D par la relation : |

2(M,, T) = KM, D ,
dans laquelle on a posé:

-k , 1 1
K=¢—i> ™ K &~ '

é1 On pourrait méme sans grande difficulté parler ici de cercles imaginaires & centres
réels. ' ' '




12 | H. LEBESGUE

‘Le passage d’un cercle I' de centre Q et d’une droite D de
pied H & un cercle I'; de centre (), et & une droite D, de pied H,
est immédiat, que ce soit Q,; ou H, qui soit donné. En effet, QH
et Q,H, passant par w, on a: :

QQ, Qo k-

= = — — K

HH, Heo k—1 ’

d’autre part, ’axe radical A de I' et T'; est parallele & wz et
passe par le point de rencontre des axes radicaux de I' avec Y
et de I'; avec y. Mais ceux-ci sont aussi les axes radicaux de Y
avec H et de v avec H,, donc A est ’axe radical de' H aveo H,,
c’est-a-dire la médiatrice de HH,. _ ‘

Faisons jouer maintenant & I, D, K les réles que jouaient
tout d’abord vy, d, k& et cherchons Dintersection de C et de d.
Il nous faudra construire la circonférence définie par

2(M, I) = KMH . (1)

Or, comme I’on a, d’aprés (3),

=

QHELM, v) + HoZM, T) + o Q MH® = 0 |

ou

QHZ(M, ) + Ho[2(M, T) — KNT*] = 0,

la circonférence & construire est donc Y.

Ainsi le procédé qui, de d, v, k, nous a permis de passer &
D, I', K, permet aussi de revenir des circonférences I" & une
famille de circonférences centrées sur Oz et dont +y fait partie.

En résumé: toute courbe C d centre est susceptible d’une double
infinité de définitions comme lieu des points dont le quotient de la
puissance par rapport a un cercle focal par le carré de la distance
d une droite directrice est constant. Les centres des cercles focauzx
sont sur les deux axes de C auxquels les droites directrices sont
respectivement perpendiculaires. A tous les cercles ayant leurs
centres sur Oz correspond la méme constante k, & tous ceux ayant
leurs centres sur Oy correspond la méme constante K; on a

1. 1 '
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On passe d’un cercle focal, soit y de centre o sur O, a un
cercle v, de la méme série en remarquant qu au déplacement wo

du cenire corresponid le déplacement dd; de la droite directrice,
tel que | | ~
kdd, = oo, | (14)

et que Paxe radical de vy et vy est la droite équidistante de d et de dy-
On passe aux cercles focaux de autre série en considérant les
cercles définis par '

oM, v) = kMH ; ©(10)

H étant un point quelconque de la drotte directrice 4. du cercle .

6. — NATURE DES COURBES C, LORSQUE k EST DIFFERENT DE 1.

Il sera démontré que C est une conique a centre si nous trou-
vons un cercle focal de rayon nul. .

I" sera de rayon nul, si cette circonférence est réduite a son
centre, ¢’est-a-dire est le second cercle point du faisceau v, H;
donc si 'on a? ~

s i m'.g)—l‘l_:r2.

Ainsi, Q devra étre & la rencontre de Oy et du cercle d inverse -
de d, v étant le cercle d’inversion. Si ¢ coupe Oy, leurs points
de rencontre sont des centres de cercles ' de rayon nul; C est
une conique d’axe focal Oy. | | |

Or & a pour diametre

et, d’apres (12),

donc C est une conique d’azxe focal Oy si1 l'on a:
K>0, r»>ZKaod; (15)
C est une conique d’axe focal Oz si Uon a:

k>0, R:>EkQD .  (16)
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