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*
* *

Au cours de ma conférence je vous ai donné un résumé d’une
partie de la théorie de M. Morse. C’est & mon ami, le professeur
Seifert, que je dois les simplifications essentielles que j'y ai
apportées. Malgré ces simplifications, il y a encore dans ce que
jai dit des démonstrations assez difficiles. Mais, je me suis
efforcé de vous les dissimuler le plus possible.

Nos méthodes sont autres que celles bien connues de ’analyse
classique. Quant a la rigueur, elles ne le cédent en rien aux
méthodes classiques. Il ne peut en étre, en effet, autrement, car
étre rigoureux en mathématique ce n’est pas faire preuve de
mesquinerie, tandis qu’au contraire, manquer de rigueur, c’est
manquer d’imagination, c’est laisser échapper les possibilités
de nouvelles découvertes.

UNE FONCTION CONTINUE SANS DERIVEE

PAR

R. Tamss LycHE (Trondheim, Norveége).

1. — L’exemple donné par WEIERSTRASs d’une fonction
continue quin’admet de dérivée pour aucune valeur de la variable
est trop compliqué pour que ’on puisse I’exposer dans un cours
élémentaire d’Analyse. On doit & M. B. L. van der WAERDEN
(Math. Zeitschr., 32. Band, 1930, p. 474) un exemple de nature
bien simple. Toutefois, pour étre présentée d’une maniere intel-
ligible aux débutants, la démonstration exige des considérations
un peu compliquées, bien qu’elles soient de nature élémentaire
(voir par exemple E. LaNpAu: Einfihrung in die Differential-
rechnung und Integralrechnung, p. 73, ou I'auteur examine un
exemple de méme espéce).

Vu l'importance d’une conception précise de la notion de
dérivée, il ne semble pas inutile de pouvoir fournir un exemple
ou la démonstration peut étre donnée en peu de lignes. Celui que




FONCTION CONTINUE SANS DERIVEE 209

je propose ne différe d’ailleurs en réalité de celui de M. van
der Waerden que dans la fagon de le définir.

2. — Soit x une quantité réelle quelconque, et posons
x~a+——+ww- I (1)
2% 2% ’

ol @ est un nombre entier et { «; } une suite de nombres naturels
croissants, en nombre limité ou non. On sait que cette repré-
sentation de z est unique, sauf dans le cas ou la suite {o;} est
limitée:

p=la+t et | (2)
0(1 20(2 2ock

Dans ce cas on a aussi la représentation

1 1
m-—[a—l—‘é?g—l—g&; ...]+2ak+1+20€k+2+ oo (2&)

Posons maintenant

oy oy — 2 g — 4 a; — 2 (1 — 1)
f(x)——2a1+ 77 + o + ...+ o N )]

On constatera sans peine que f (x) est définie par cette formule
pour toute valeur réelle de z, puisque un calcul facile montre
que les deux définitions possibles, si x est de la forme (2) ou (2 a),
coincident.

Ce dernier fait assure la continuité de la fonction f(z) en tout

point. En effet, en prenant ]hl <1 les représentations de =z
271

et de x + & coincident dans les termes & exposants < n. Cela
est évident dans le cas général (1), et aura encore lieu dans le
cas (2 ou 2a), suivant que 2 > 0 ou & < 0. Par conséquent les
expressions pour f(z) et f(x 4+ k) coincideront aussi dans les
termes & exposants << n. La continuité est donc manifeste.

3. — Démontrons alors que f(z) n’admet de dérivée en aucun
point . Nous considérons d’abord le cas ou z est de la forme (2).




210 R. TAMBS LYCHE

Prenons 2 = . Il s’ensuit
20tk+r
/ o, +r—2k
flx + k) — flz) = ot ,
d’ou
fl + k) —flz) _ w, +r— 2k

h

quantité qui tend vers l'infini avec r.
Prenons le cas plus général, ou z est de la forme (1). Posons

1 1
x1:a+§;1—+§1';+...+2ai,
. 1 1 1
xz—a+§;+§&?+ +§-C'ZT_T"
On trouve alors
flo) — fle) _ % fla) —fl) _ %20
T — 0; Ty — X 1—p; ’
en posant pour abréger
1 1
= 2% I N ;
) h2m‘+1 + AR D) T ] (i)
o — 20 o —2(i + 1)
g; = 2% it R 4= ] . (5)
| 2% +1 %512

Supposons maintenant que f(z) ait une dérivée f'(x) = X au
point x. Alors on aurait d’abord

.G
lim — = A, (6)
i>o P}
tandis que
G
o; — 27 —
flas) — f(@) _ fle) — fla) _ ey
Ty — X x— X 1 —p;

devrait tendre vers zéro en augmentant i. Mais cela exigerait
i—>o00
et o; et 21 étant des entiers, on aurait, & partir d’une certaine

valeur de 1,
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Mais, en posant dans (4) et (5) o; = 27 -+~ A on aurait

1 _)\+2
Piz-g—, Gi-—Tu
done
— = A+ 2,
Pi

ce qui est impossible d’aprés (6).

4. — Remarquons enfin que la fonction f(x) est la fonction
qu’on pourrait définir de la maniére suivante: en désignant par
g (x) I’écart du nombre = au nombre entier le plus proche, on a

1

flz) = gla) + %g(2x) + —;ég(22x) F oot gl

donc une fonction de méme espéce que celle de M. van der
Waerden.

La représentation graphique de la fonction f(x) est donnée
dans la figure, en faisant usage des points correspondant aux
valeurs de x de la forme (2) avec a = 0 et k < 9. Bien que tous
ces points soient des minima sur la courbe, ils donnent une idée
assez compléte de la courbe en question, puisque les points
intermédiaires ont des ordonnées qui ne different que peu des
ordonnées des points de la figure.
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