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LA GEOMETRIE SENSIBLE

(2me article) L.
PAR

Johannes HseLmsLEvV (Copenhague).

LA GEOMETRIE DU PLAN QUADRILLE

I. — PROPRIETES FONDAMENTALES DU RESEAU QUADRILLE.

1. — Dans un réseau quadrillé limité par le rectangle OABC
Pon détermine chaque nceud P par les deux nombres entiers r et s
(coordonnées) qui indiquent le nombre d’unités contenues dans
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Fig. 1.

les segments OP, et P;P. L’on écrit P = (r, s). En particulier
0O =(0,0), B = (a, b).

La diagonale OB traverse sur la figure quelques-uns des
noeuds intérieurs. Soit M = (z, y) 'un d’entre eux. Les deux

1 Pour le premier article, voir L’Ens. math., t. 38, p. 7-26.
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lignes formant le nceud M divisent tout le rectangle en quatre
rectangles, un de chaque coté de la diagonale, et deux autres
traversés par celle-ci. Les deux premiers contiennent toujours le
méme nombre de mailles du réseau,; car les deux grands triangles
que la diagonale produit en divisant tout le rectangle contiennent
le méme nombre de mailles entiéres, et les petits triangles au-
dessus de la diagonale contiennent autant de mailles entiéres
que les petits triangles sous la diagonale. En soustrayant I'on
voit que les deux rectangles CM et MA qui ne sont pas traversés
par la diagonale contiennent exactement le méme nombre de
mailles. Ajoutons & chacun de ces rectangles le rectangle OM et

nous obtenons

b
ay = bx , ou y =%

2. — Soit P un nceud qui se trouve sous la diagonale, c¢’est-
a-dire dans le triangle OAB. Ses coordonnées z, y, satisferont
a I'inégalité

e ¥
y<_z.

Pourquoi ? Tout d’abord il y a autant de mailles entiéres,
disons £k, au-dessus et au-dessous de la diagonale; ensuite,
puisque P se trouve au-dessous de la diagonale, il se trouve au
moins k -+ 1 mailles entiéres au-dessus de la ligne brisée OPB,
alors qu’il y en a k& au plus au-dessous de celle-ci. Mais le rec-
tangle OP contient le méme nombre de mailles de chaque c6té
de la diagonale OP, et de méme le rectangle PB contient le
méme nombre de mailles de chaque c6té de la diagonale PB.
En soustrayant I'on voit que le rectangle CP contient plus de
mailles que le rectangle PA, et en ajoutant le rectangle OP 1'on
voit qu’il y a plus de mailles & gauche de la ligne verticale par P
qu’au-dessous de la ligne horizontale par P, c’est-a-dire

b
zb > ya ou y<-_,%,

ce qu’il fallait démontrer.
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Quant aux points (z, y) au-dessus de la diagonale, 'on établit
de la méme facon que

b
y> -

3. — Imaginons le réseau quadrillé divisé en carrés plus fins
&1 1 "y N .
dont le coté est — de 'unité primitive; 'on pourra alors exprimer

les nouveaux nceuds par des coordonnées fractionnaires. Mais
Pon voit que le critére pour qu’un point (z, y) se trouve sur,
au-dessus ou au-dessous de la diagonale OB, reste toujours
respectivement

2

= x >2x <-b—
y_“a ) y a ’ y ax'

L’on dit alors que I’équation de la diagonale OB est y = gx

Exemples. — Prenons a = 87, b = 37, et 'unité du réseau
1 c¢m; s1 nous cherchons I'ordonnée y au point sur OB dont
I’abscisse est x = 27, nous obtenons

14
Si Pon ne veut calculer qu’en centimétres entiers, I'on sait
-donc que I'ordonnée se trouve entre 11 et 12 em. Si I'on calcule
en millimétres, 'on obtient
24

c¢’est-a-dire que y se trouve entre 114 et 115 mm.
Si z = 40, I'unité du réseau étant toujours 1 cm, 'on a

1
y_._17§—7—(3m ®

Nous trouvons ici, il est vrai, un nombre qui est plus grand

| : L
que 17. Mais gz cm est peu de chose, si peu que cela existe a

peine sur le dessin, et en tout cas sans importance en ce qui
concerne beaucoup de mesurages. En calculant avec les mémes

, e . 1
nombres pour un réseau millimétrique I'on obtient y = 17 g7 I,
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et cette petite fraction sera sans aucune importance dans le
mesurage réel. '

Les nombres que 1'on obtient par de tels calculs peuvent donc
étre plus fins que les grandeurs & mesurer. Mais naturellement
ils rendent quand méme le service désiré, puisqu’ils fournissent
toujours les nombres inférieurs et supérieurs dont on a besoin.
L’on peut employer les nombres obtenus quelle que soit I'unité
du réseau, mais ils peuvent dans quelques cas se révéler trop
fins, de sorte qu’il faudra se servir de nombres plus grossiers;
ces derniers se déduisent immédiatement des premiers.

4. — Considérons maintenant un réseau quadrillé qui remplit
tout le plan & dessiner dont nous nous servons. Pour abréger
I'on appellera horizontales et verticales les deux rangées de
lignes. Deux lignes perpendiculaires au milieu du plan sont les
axes des coordonnées, la ligne horizontale est I'axe des x, la
ligne verticale I'axe des y, leur point d’intersection est I’origine.
L’on désigne chaque nceud par deux coordonnées z et y, de sorte
que z (I’abscisse) désigne le nombre d’unités qu’il faut parcourir
le long de I'axe des z, en partant de 'origine, pour arriver a la
ligne verticale qui traverse le point considéré, tandis que y
(Pordonnée) désigne le nombre d’unités qu’il faut ensuite par-
courir le long de cette ligne verticale pour atteindre le point
lui-méme. Il faut cependant remarquer ici que 'on munit ces
deux nombres de signes; pour I’abscisse 4 ou — selon que 1'on
parcourt I’axe des z & droite ou & gauche, pour 'ordonnée -+
ou — selon que 'on monte ou descend de 'axe des z pour
atteindre le point; on désigne le point méme par (z, y).

Il y a ainsi une correspondance entre l’ensemble de nceuds
et tous les systémes possibles de deux nombres entiers, positifs,
négatifs, ou zéro, situés dans les limites que trace le plan &
dessiner.

5. — Le réseau de nceuds peut se déplacer « sur lui-méme »
le long de I'axe des x ou de I’axe des y, de sorte qu'un nceud se
déplace sur un autre. Une telle translation le long de I’axe des z
augmentera toutes les abscisses d’'un méme nombre (positif ou
négatif) tandis que les ordonnées resteront invariables. Le
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contraire se produit si la translation a lieu le long de I'axe des y.
Sil'on effectue une translation le long de ’axe des x et une trans-
lation le long de I’axe des y 'une apres 'autre, le déplacement
total correspondra & une simple translation qui déplace le point
(0, 0) sur un autre noeud quelconque (a, b). Cette translation
déplace un nceud quelconque (z, y) sur le nceud (x + a, y + b),
de sorte que 'on peut exprimer la transformation comme suit:

(x,y) — (x+a,y+ b .

6. — Un réseau peut se déplacer sur lui-méme d’autres fagons.
On peut lui faire subir une rotation de 90° autour de 'origine,
de sorte que I'axe positif des x recouvre 'axe positif des y.
L’on voit alors que le point (z, y) se trouve en (—y, x). L’on
peut aussi envisager une rotation du cdté opposé, par laquelle
(z, y) — (y, — ).

Si I'on effectue, deux fois de suite, du cdté positif une rotation
de 90° autour de l'origine, le point (z, y) se trouvera en (— z,
—y). L’on appelle ce déplacement une demi-rotation autour de
I’'origine.

Enfin le réseau coincide avec lui-méme, grace a une symétrie
par rapport a 'axe des x ou a I'axe des y; 'une des coordonnées
change alors de signe, tandis que I'autre reste invariable.

7. — L’on constate maintenant que la ligne droite qui unit
(0, 0) a (a, b), a et b étant positifs, et qui se prolonge de fagon a
contenir aussi (— a, — b), a pour équation

yzzxa

Ceci veut dire que tous les neeuds (z, ¥) qui se trouvent sur cette
ligne satisfont & ’équation, tandis que les noeuds (z, y) au-dessus
et au-dessous de la ligne satisfont aux inégalités

Qo

Yy=—x .

Ce que I'on voit directement & 1’aide de 1 et 2. Au moyen d’une

o SRR
SRt
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symétrie (un mirage) par rapport & Paxe des z Pon obtient une
ligne droite dont I’équation est

y=——x,

ce qui permet de constater que toutes les lignes obliques qui
unissent lorigine & d’autres nceuds peuvent étre représentées
par ’équation
xx , ou «a= 0.

<
I

8. — L’on constate ensuite par une translation de (0, 0) sur
(p, g) quune ligne droite qui traverse (p, ¢) et qui est paralléle
a la ligne y = ax, peut étre représentée par I’équation

y—q = alz—p),

ou « s’appelle la pente de la ligne.

Puisque le point (a, b) se déplace sur (— b, a) par une rotation
de 90° du co6té positif, autour de I'origine, 'on constate que les
pentes de deux droites perpendiculaires peuvent s’exprimer par

2 et — =, c’est-a-dire que le produit des pentes est égal & — 1.

9. — L’on joint a ces éléments préliminaires de la géométrie
analytique du réseau quadrillé des exemples variés, tels que
détermination de lignes droites par deux points, de lignes per-
pendiculaires 'une sur l'autre, de lignes paralléles, du point
d’intersection de deux lignes, etc...

Mais tout notre domaine de travail n’est toujours que le
réseau quadrillé empirique dans le plan & dessiner, ou les coor-
données sont des nombres entiers, en introduisant cependant —
par une réduction de I'unité du réseau —- les nombres fraction-
naires au fur et & mesure que les applications le nécessitent.

II. — INTRODUCTION DES VECTEURS.

10. — Nous travaillons toujours & Paide du systéme de coor-
données introduit dans le chapitre précédent. Pour abréger,
introduisons les notions suivantes:
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