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ZWEI LIMITATIONSSÄTZE
ÜBER BEREICH-INTEGRALE

von Hermann Wendelin, Graz

(Reçu le 10 avril 1959)

Im folgenden werden zwei Limitationssätze für mehrdimensionale

Jordansche Integrale über Jordan-messbaren
Punktmengen als Integrationsbereiche entwickelt. Die in den Sätzen

formulierten hinreichenden Bedingungen sind handlich und
führen durch einfache Spezialisierungen auf in den meisten
ausführlicheren Lehrbüchern über Differential- und
Integralrechnung anzutreffende Limitationssätze. Dem allgemeineren
zweiten Satz wird aus beweistechnischen Gründen der speziellere
erste Satz vorangestellt.

Wir führen vorerst, lediglich zur Vereinfachung der
Formulierungen und Beweisführungen einige abkürzende Bezeichnungen

ein: l)

1. Sind F (u), G (u, c), Aussagen, die von u, bzw. von u und

c, abhängen, so bedeute

„Vu: F (h)": „Für alle u gilt F (u)u

schärfer

„Vir. F (u)u: „Für alle u aus der Menge 9JÎ gilt F (u)".
em

Ähnlich ist

„Vw, Vc: G (u, v)u oder „Vb, p: G (u, c)",

zu interpretieren.

„3 m: F (m)": „Es existiert ein m, sodass F (m)", usf.

i) Also keineswegs mit dem Anspruch auf logistische Darstellung, die natürlich ganz
anders aussehen müsste.
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2. Sind Ax, A2, Ak und B Aussagen, so bedeute

„Aj, A2, Aft > B": „Aus A1 und A2 und und
Afe folgt B".

3. Tritt im Laufe eines Beweises ober einem „=" Zeichen die

Nummer einer Formel Definition oder Voraussetzung auf, so

bedeutet dies, dass der rechts vom „ "-Zeichen stehende
Ausdruck vermöge der Formel aus dem linksstehenden
hervorgeht. Z.B. bedeutet

(n)
„A B": „B geht vermöge (n) aus A hervor."

(Diese Schreibweise soll nur gelegentlich zur Erleichterung
der Einsicht verwendet werden, wobei kein Wert auf
vollständiges Zitieren aller gerade in Betracht kommenden
Voraussetzungen gelegt wird.)

4. „A — B": „B wird durch A definiert".
D/

5. Ist 33 Punktmenge eines tt-dimensionalen euklidisch-me¬
trischen Raumes, so bedeute Jn[33] den rc-dimensionalen
Jordansehen Inhalt von 33.

6. „beschr. <f (P), 33>": „/(P) ist auf 33 beschränkt"
(d.h. HM, VP: | / (P) | < M)

>0 e 93

7. „stet. </ (P), 33>": „/ (P) ist auf 33 stetig."

Wir erklären nun

Sei B eine reelle Zahlenmenge, deren Elementen ß

eindeutig eine Jordan-messbare Punktmenge 33 (ß)
zugeordnet werde. Die Menge all dieser 33 (ß) werde
mit b bezeichnet. B' sei die Menge der Häufungspunkte

von B.

Für irgend zwei Elemente ß' und ß" aus B
bedeute S> (ß', ß") 33 (ß') — 33 (ß'). S (ß") i)

D /

Def. 1.

Def. 2.

i) Wobei 91.Q3 den Durchschnitt der Menge 91 mit der Menge 93 bedeute.
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Ich merke an

(A. 1.) { Im allgemeinen ist SD (ß', ß") ^ SD (ß", ß')

Es bedeute ferner

Def. 3.
E(b) Vß', ß": Jn [® (ß', ß")] 0

Bf eB

oder J„ [® (ß", ß')] 0')
Es werde nun folgender Hilfssatz bewiesen:

1. f E (b), ß0 e B', lim Jn [33 (ß)] c (endlich) 1

1 ß-ß» j
[lim Jn[® (ß', ß")] lim Jn[® (ß", ß')] 0
I ß,-> ßo ß'~* ßo

(H. S.) \U'-ß« ß"-ßo '

2. f E (b), ß0eB B',lim Jn[33(ß)]= Jn[33 (ß0)]l
1 ß-ßo j

{lim JJ® (ß, ß0)] lim Jn[® (ß0, ß)] Ol
1 ß -» ßo ß -* ßo J

Ad 1.

Beweis von (H. S.):

(ß") + ® (ß', ß")
(ß') 33 (ß") + ® (ß", ß')

r s (ß') ® <ß')
(l; 1 35 (ß") 35 (ß')

Die Summanden rechts sind elementefremd, daher gilt sicher

/9] Jn [35 (ß')] Jn [35 (ß') 35 (ß")J + [® (ß', ß")]
W { Jn[33(ß")] Jn [35 (ß') « (ß")d + J«[® (ß", ß')]

Subtraktion und Absolutbetragsbildung ergibt hieraus

| J„[»(ß')]-J„[»(ß')]| | ß")]-Jn[®(ß", ß')]

daher
Jn[® (ß', ß") ]

(3) |Jn[35(ß')] — Jn[SP(ß")]| > und >0.
Jn[®(ß",ß')]

i) Bekanntlich existieren mit Jn [3h] und ['352] auch In[35j.332], Jn[33t
35r. 3?2] und [332 — 332].



ZWEI LIMITATIONSSÄTZE 265

Wegen der Voraussetzungen unter 1. in (H. S.) gibt es zu dem

beliebig gewählten s > 0 eine reduzierte Umgebung U (ß0), — das

heisst: eine Umgebung von ß0, die nur den Punkt ß0 nicht
enthält, — sodass für alle ß' und ß" e U (ß0) gilt:

(4) Jn[(©(ß')] —c| < | und | ^[©(ß")] —c| < ~

daher, da

J„[»(ß')] - J„[»(ß')] (J„[»(ß')]-c) - (J„[»(ß")]-c)

ist,

(5) |Jn[8{ß')] —Jn[8(ß")]| < «.

(3), (5) —
(6) 0 < J„[ © (ß', ß")] < s und 0 < [ ® fß", ß')] < £

woraus schliesslich folgt

lim Jn [© (ß', ß»)] lim Jn (ß», ß')j 0
ß'^ßo ß'^ßo

ßo ß"^ßo

Ad 2.

Setzt man in (3) anstelle von ß' und ß" : ß und ß0, so erhält
man

Jn[©(ß, ßo)]
(7) | J„[8(ß)] — Jn[8(ß0)]j > und >0.

M® (ßo. ß)l

Zufolge der Voraussetzungen unter 2. in (H. S.) ergibt
lim — Bildung des linken Termes von (7) Null, also ist
ß ^ ßo

lim Jn [® (ß, ß0)] lim Jn [©(ß0, ß)] 0
ß-ßo ß-ßo

Wir können jetzt den Satz beweisen.
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Vj j.1) E (b), ß0 e B B' und
lim J„E»(ß)] Jn[»(ß0)]

V1>2. beschr. < /(P), Y 33 (ß) > 2)

Satz 1. 1 ßeB
V1#3. Yß:3j/(P)rfT

G B SB (ß)

VM, Vlf2, Vlj3 — lim J / (P) J / (P)
ß-ßo 53 (ß) 53 (ß0)

Beweis von Satz 1.

Unter Beachtung, dass unter den gemachten Voraussetzungen

mit J / (P) di:, J / (P) <2t auch J / (P) und J / (P)
S3 S*0 23-S^0

existiert, hat man mit M als oberer Schranke für | / (P) | in
V33(ß):
ß eB

Def. 2.

|//(P)dT-J/(P)dT| |J7(P)dT - J/(P)dT|
®(ß) ®(ßo) ® (ß) • 8 (ßo) + © (ß, ß») 8 (ß).SS (ß0) + © (ßo, ß)

| ;/(P)dT-j/(P)dT| < | J7(P)<H + |;/(P)dT| <
® (ß, ß„) © (ßo, ß) © (ß, ßo) © (ßo, ß)

<M{ Jn[®(ß, ß0)] + Jm[2)(ß0, ß)] }

also

(8) |J/(P)dT—J"/(P)*r| <M{j„[©(ß, ßo)] + Jn[® (ß„, ß)]} •

® (ß) 8 (ß.)

Nun verschwindet aber hierin unter Beachtung von Vi { und
(H. S.) 2. für lim-Bildung die rechte Seite, also gilt Gleiches auch

ß-ßo

1) V| ^ ist die Bezeichnung der reciits stellenden Voraussetzungen.

2) V 5? (ß) bedeute die Vereinigungmenge aller 93 (ß), ßeB.
ßeB
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für die linke Seite, d.h. es ist

lim J / (P) dx J / (P) dx w. z. z. w.
ß^ßo SB (ß) 53 (ß0)

26.7

Eine Anwendung von Satz 1.

Sei / (a?) über [a, b] integrierbar und ß0 e [a, &]. Dann gilt

ß ßo

lim J / (x) dx J / (#) dx
ß -> ßo a a

Zum Beweis setze man in Satz 1. für 33 (ß) [a, ß], ß0 e[a, 6].
Die 33 (ß) erfüllen dann die Bedingung E (fr) und es ist
lim Ji[i(ß)] Ji [33 (ßo)]» a^so ^i,i erfüllt. Dass auch V12
ß —ßo
und V.! 3 gelten, ist unmittelbar ersichtlich.

v2,i- Vu> Vß: ®(ß) ^ ^ und Jn(^) 0. x)
eB

V2 2. beschr. </(P, a), A>, wobei P e und
a e A (A reelle Zahlenmenge)

Vo3. Va: a J7(P, a)^T
eA 5p

^2,4- VP: / (P> a) (p (P) gleichmässig in P
6 5p a -> a0

Satz 2.
-

1 V2>5. 3 J <p (P) dx

v2tl: v2>2, V2>3, y2:4, V2>5 —>
1. lim J / (P, a) dx

a-» a0
p-ßiS?(ß)

2. lim lim J / (P, a) [• J cp (P) dx
ß- ß„ «-a, SB(p) ®(ß.)

3. lim lim J / (P, a) dx
«"* «0 ß ßo S3 (ß)

*) » 21 ^ 53 " bedeute „ 51 ist Teilmenge von 53 "
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Beweis von Satz 2.

Adl.
(9) |//(P, a)d-c — / ç (P) dt| |/[/ — <p]d-r + [/«pd-r — /<p*r]|

® (ß) « (ß„) « (ß) © (ß) © (ß„)

also mit den Abkürzungen
® (a> ß) I ft(P. <*) — / 9 (P) d-t I

D f©(ß) © (ß0)

®(«,ß) |/[/(P,a)—<p(P)]*Fl.
D/ © (ß)

Y(ß) |/ç(P)dT —/9(P)dr|
D/ © (ß) © (ß0)

(10)

daher

(11) 0 < 0 (a, ß) < © («, ß) + f (ß)

Wir untersuchen erst O, dann Y.
Sei s > 0 beliebig gegeben. Ich setze

<12) £*
D/2. Jn(SP) *

Wegen V2 4 gibt es dann eine reduzierte Umgebung U (a0) von
oc0, sodass

(13) yocyP: | / (P, a) — cp (P) | < s*
eU(of0)

ausfällt, umsomehr als wegen V ß : Si (ß) ^ 33

eB

(14) ya yß yP : | / (P, a) — 9 (P) | < e*
eU(a0) eB e23(ß)

Das ergibt

(15) ya yß : 0 < © (a, ß) < Jn[© (ß)] e* < ($) .'e*
6 U (a0) eB

also

(a) \ V« Vß : 0 < © («, ß) < jeU(x0) eB -l

Aus V2j2 folgt auch für die Limesfunktion <p (P) :

(16) beschr. < 9 (P), >, umsomehr also wegen V2,i:

(17) beschr. < 9 (P), V 23 (ß) >
ßeB
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Wegen V2 5 gilt auch

(18) yß: g/cp(P)dT.
eB 33 (ß)

(17) besagt, dass Vlj2 für 9 (P), (18) dass Vlj3 erfüllt ist,
aber auch Vlj4 ist wegen V21 für 9 (P) erfüllt.

Satz 1. auf 9 (P) angewendet ergibt daher

(19) lim / 9 (P) dr — f cp (P) dr, d.h.
ß-ßo >13 (ß) SB(ß0)

(20) lim Y(ß) 0;
ß-> ßo

oder, was damit gleichwertig ist:

Es gibt eine reduzierte Umgebung tl (ßo) von ßoi sodass

yß:0 <Y(ß)<i- •

sU (ßo)
2

(a), (b)
(21) ya yß : 0 < <D (a, ß) + T (ß) < s

eU(a0) eU(ßo)

Wegen (11) gilt also auch

(22) ya yß : 0 < © (a, ß) < s
eU(oc0) eil (ß0)

d.h. lim 0 (a, ß) 0, somit nach (10):
<*-»• oco

ß-*- ßo

lim ff (P, a) dr f cp (P) dz
8< (ß) 83 (ß0)

P * ßo

also Satz 2., 1.

Ad 2.

Die für / (P, oc) und <p (P) gemachten Voraussetzungen V2>3,

V2 4 und V2 6 ermöglichen die Anwendung eines bekannten
Vertauschungssatzes, wonach

(23) hm J'f(P,a) =i / 9 (P) dx
a->ao83 (ß) 83 (ß)

und also auch

(24) lim | ff(P,<*) dx — /cp (P) dxI| /cp (P) dx — /cp (P) | T (ß)
«-*«o83(ß) 85 (ß0) 83 (ß) 83 (ß0)

gilt.
L'Enseignement mathém., t. V, fasc. 4. 18
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Nochmalige Limitation hierin nach ß liefert

lim lim | ff (P, a) It — fy (P) dr | lim Y (ß) (20) 0,
ßßo aao 53 (ß) s43 (ß0) ß-> ßo

was angesichts dessen, dass J 9 (P) dt eine Konstante ist, die
* (ßo)

Behauptung unter Satz 2., 2. ergibt.

Ad 3.

f (P, a) erfüllt zunächst V12 und V13 von Satz 1. für alle a,
desgleichen aber auch V1>3, dies, da aus V23 auch

yct yß:/f(P,
eA eB » (ß)

folgt. In Satz 1. anstelle von /(P): (P, a) gesetzt, führt auf

(25) lim ff (P, «) diff (P, <x) dT
ß->ßo SB (ß) SB (ß0)

sodass auch

(26) lim \ff(P, x)dT—/9(PMt|= |//(P,«)rfT — /q.(P)ir|
ß-ßo >13 (ß) 58 (ß0) ©(ßo) SB (ß0)

wird. Aus denselben Gründen, die (23) legitimierten, trifft
wieder

(27) lim //(P, a)dx y<p (P) (ix. zu.
<*-*<*0 SB (ß0) © !ß0)

(26), (27)

lim lim I ff (P, ol) dT — fy (P) It\ | lim ff (P, a) dz — fy (P) dt | 0
a->ao ß-ßo 53 (ßo) S3 (ßo) «-«o 53 (ßo) 53 (ß0)

d.h., es gilt auch Satz 2., 2.

(A. 2.)

1. Setzt man in Satz 2. A B und lässt oc0 mit ß0

zusammenfallen, so erhält man unter im übrigen
gleichen Voraussetzungen wie dort

lim. ff (P, a) dT /Ç (P) dT
o 53(a) 53 (a0)

(Eine bekannte Beziehung.)
2. Satz 1. stellt einen Spezialfall von Satz 2. dar.
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Führt man die Definition ein:

E* (ô) Dt yß', ß": {® (ß') i«(ß") oder S3 (ß") S3 (ß') }
gB

so gilt die manchmal nützliche Beziehung

(A. 3.) { E* (6) — E (b)

wie die folgenden Überlegungen sofort lehren:

E* (£) - h t) (ß7, ß") 0 oder & (ß", ß7) 0" •

271

ß")] 0 oder In[(ß", ß7)] 0.

Schliesslich können wir noch aufgrund von Satz 2. beweisen:

Vj. stet. < / (x, a), [a, ft], A > und beschr.

< / a), [a, ft], A >
Vn. stet. <<p (ß), B>, stet. <3> (y), C> und

Yß <p(ß)e[a, ft], Vy O(y) c [a, ft]
eB gC

Vm. a0 s A A', ß0 s B B', y0 z C C

Viv. Vx: lim f(x, a) /(#, a0) gleichmässig in x.
g[<z,ö] a-*a0

Vi, V„, Vm, YIV —(A. 4.)
<t(Y)

(F) lim lim lim J / (x,
Sl-^-SlO So->S20 $3 —> S30 cp(ß)

O(y) ®(Yo)
lim J / (#, a) oh J / (#, a0) cte

a^a0 cp(ß) cp(ßo)
ß-> ßo

Y0

worin (Sl5 S2, S3) bzw. (S10, S20, §30) eine beliebige
Anordnung der drei Parameter a, ß, y, bzw. von
ao> ßo> To ist-

Beweis von (A. 4.).

Es ist, wenn c e (a, ft):

O(y) C (I) (Y)
(28) // (#, a) dx ff (x, oc) dx ff (x, a) dx

I <p(ß) <p(ß) C

\ c
I Ich betrachte zuerst J / (x, x) dx.
S <P(0)
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Die Mengen B (ß) sind hier durch die von ß abhängigen Inte-
grationsintervalle [9 (ß), c], bzw. [c, 9 (ß)] gegeben und erfüllen
offenbar die Voraussetzung V2jl ; ebenso erfüllt / (x, a)
aufgrund der für sie gemachten Voraussetzungen die entsprechenden
Voraussetzungen von Satz 2, wenn man dort x anstelle von P
und f (x, a0) anstelle von 9 (P) schreibt. Daher ist nach Satz 2.:

c c c
(29) lim ff (x, cc) dx lim lim ff(x, cc) dx lim. lim ff(x,cc)dx

cc^-ao cp(ß) a->a0 ß->ßo <p(ß) ß-*ßo a->a0 <p(ß)
ß->ßo

C

ff ao) dx •

<p ßo)

Da hierin sämtliche Ausdrücke von y unabhängig sind, folgt
aus (29) weiter durch y Limitation:

c c c
(30) lim ff (x, a) dx lim - lim lim ff (x, gl) dx ff (x, a0) dx

a->ao <p(ß) Si-^Sio S2->§20 83-^830 <p(ß) <P(ßo)

ß-^ßo
Y"*Yo

Ganz ebenso verfährt man mit dem zweiten Integral der
rechten Seite von (28) und erhält

- ®(Y) ®(Y) ®(YO)
(31) lim ff (x, cc) dx lim lim lim ff (x, cc) dx ff (x, cc0) dx

a->ao C 8i~>8io 82-^820 83-^830 C C
ß-^ßo
Y~* YO

{30), 31 —> (A. 4.), w. z. z. w.
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