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ZWEI LIMITATIONSSATZE
UBER BEREICH-INTEGRALE

von Hermann WENDELIN, Graz

(Regu le 10 avril 1959)

Im folgenden werden zwei Limitationssitze fiir mehrdimen-
sionale Jordansche Integrale iiber Jordan-messbaren Punkt-
mengen als Integrationsbereiche entwickelt. Die in den Séatzen
formulierten hinreichenden Bedingungen sind handlich und
fihren durch einfache Spezialisierungen auf in den meisten aus-
fihrlicheren Lehrbiichern {tiber Differential- und Integral-
rechnung anzutreffende Limitationssidtze. Dem allgemeineren
zweiten Satz wird aus beweistechnischen Griinden der speziellere
erste Satz vorangestellt.

Wir fithren vorerst, lediglich zur Vereinfachung der Formu-
lierungen und Beweisfithrungen einige abkiirzende Bezeichnun-
gen ein: 1) ' |

1. Sind F (u), G (d, ¢), ... Aussagen, die von u, bzw. von u und
¢, ... abhiangen, so bedeute '

Lvu: F (u)“: ,Fir alle u gilt F (u)“
‘scharfer

LVu: F (u)“: Fir alle u aus der Menge M gilt F (u)“.
eMm ' .

Ahnlich ist
,Vu, Vo: G (u, 9)° oder ,,Vu, ¢v: G (u, ¢)“, ..

zu interpretieren.

oHu: F (u)“: ,,Es existiert ein u, sodass F (u)“, usf.

1) Also keineswegs mit dem Anspruch auf logistische Darstellung, die natiirlich ganz
anders aussehen miisste.
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. Sind Ayl, A,, ..., A, und B Aussagen, so bedeute

WAy Ay, oy A, —> B“: JAus A; und A, und ... und
A, folgt B

. Tritt im Laufe eines Beweises ober einem , = Zeichen die
Nummer einer Formel Definition oder Voraussetzung auf, so
bedeutet dies, dass der rechts vom ,,=“-Zeichen stehende
Ausdruck vermoge der Formel aus dem linksstehenden her-
vorgeht. Z.B. bedeutet

(n) :
»A = B“: B geht vermoge (n) aus A hervor.*

(Diese Schreibweise soll nur gelegentlich zur Erleichterung
der Einsicht verwendet werden, wobei kein Wert auf voll-
stdndiges Zitieren aller gerade in Betracht kommenden Vor-
aussetzungen gelegt wird.)

. A = B“: ,,B wird durch A definiert®.
Ist B Punktmenge eines n-dimensionalen euklidisch-me-

trischen Raumes, so bedeute J,[B] den n-dimensionalen
Jordanschen Inhalt von .

. ,beschr. <f (P)v, B> f(P) ist auf B beschrankt*
(d.h. IM, VP: | f(P) | < M)
>0 €9%

o stet. <f (P), B>“: f (P) ist auf B stetig.

_Wir erkliaren nun

Sei B eine reelle Zahlenmenge, deren Elementen
eindeutig eine Jordan-messbare Punktmenge B (p)
Def. 1. 1 zugeordnet werde. Die Menge all dieser B (B) werde

- mit b bezeichnet. B’ sei die Menge der Haufungs-
| punkte von B.

Fir irgend zwei Elemente B8’ und " aus B be-
deute D (p’, ") = ;«%(B') —B(p). B

Def. 2. {

1) Wobei %A.B den Durchschnitt der Menge U mit der Menge B bedeute. °
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Ich merke an
(A. 1) { Im allgemeinen ist D (p’, B”) # D (B”, B)

Es bedeute ferner

| : E(b)=Vg,p":JT,[D(E,8)]=
Def. 3.

Df €B
oder J, [® (B, p")] = 0 1)
Es werde nun folgender Hilfssati bewiesen:

1. {E (), Bpe B/, im J, [B(P)] = ¢ (endlich)}__,
B—Bo , /
{hm Jn [@ (B,7 B”) = lim Jn [@ (B”, B,)] = 0 }
Blﬁ Bo B,*Bo
B~ Bo . BB
2. {E(f‘),ﬁoeB . B, 1im J,, [B (B)] = Jn[%(ﬁo)]l__,
B—Bo J
[1im J,,[D (B, Bo)] = lim J,[® (By, 8)] = 0]
| B Bo B— Bo )

(H.S.) |

Beweis von (H. S.):

Ad 1.
(B)
0 g
Die Summanden rechts sind‘elementefremd, daher gilt sicher

(@) { In[B ()] = In[B (B") . B (B")] + In[D (B, )]
In[B (B”)] = In[B (F") . B (B")] + In[D (B, §')]

=% (§) . B (") + D (P, B")
=2 (p) . B (") + D (B", §')

Subtraktion und Absolutbetragsbildung ergibt-hieraus
| L [B(E)] — L.[B@EN]] = | L.[D(@E, 8] —I.[D(E", 8]

daher

InlD (B, )]
(8) [InlB(8)]— Jul® (81| > und > 0.

In[D (B”, §') ]

1) Bekanntlich existieren mit J, [¥,] und Jn [8,] auch In[B,.B,], Tn[B, —
B;. Lyl und Tp [B, — By . B,].




ZWEI LIMITATIONSSATZE 265

Wegen der Voraussetzungen unter 1. in (H. S.) gibt es zu dem
beliebig gewahlten ¢ > 0 eine reduzierte Umgebung U (8,), — das
heisst: eine Umgebung von B,, die nur den Punkt B, nicht
enthilt, — sodass fiir alle 8’ und p" e U (B,) gilt:

€

6 Inl@E)—cl< uwnd  [JalB(E)]—cl <3,

daher, da

TLIBEN]— J.[B(E)] = (JLIB )] -0 — (T, [B(E)]-0

i
1st, |
(3) [ In[B(B)]—JIn[B(R")]] <.

(3), (5) —

(6) 0 < In[DB,R)]I<e und O0<IIn[DPE",P)I<ce,

woraus schliesslich folgt

lim  J [, 8] =lm J,[D@E",B)=0-

B~ Bo B~ By
B”—Bo B”— Bo
Ad 2.

Setzt man in (3) anstelle von B’ und B”’: B und B,, so erhalt
man

Inl® (B, B)]
(7) | Inl®B ()] — In[B (B)]] > und >0.

In[D (8o, B)]

Zufolge der Voraussetzungen unter 2. in (H.S.) ergibt

lim — Bildung des linken Termes von (7) Null, also ist
B—Bo

lim | T, [D (B, Bo)] = lim I [D(By, Byl =0 .
B—Bo B—Be

Wir konnen jetzt den Satz beweisen.
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V-1 E(b), B,eB. B’ und |
gmg Jo[B (B)] = T, [B (By)]
Viq.  beschr. < f(P), V& (B) > ?)
Satz 1. BeB
' Vis VP:HE[f(P)dr
€B % (B)
Vii? V127 V13 — lim ff(P)d ff(P)dT
l "B—Be (B) B o)

Beweis von Satz 1.

Unter Beachtung, dass untef den gemachten Voraussetzun-
gen mit [f(P)ds, [f(P)dr auch [f(P)dr und [f(P)d«
% —%}0 ’

F.2, BB,
existiert, hat man mit M als oberer Schranke fiir |f(P)| in
VB (B):

BeB

Def. 2.
| [f®Yde— [{(P)de| = |[f(P)dr —  [[(P)dr|=
2 (8) B (o) B(B)-B(Bo) +D(B,B)  B(R)B(Bo) + D (B0, B)
= | [t P)d’f—~ff de | < |[f®)dz| + | [/ (P)dr]| <
T (B’ {30) (BO’ B) EY (Ba B

0) D (.Bc, B)
< M{J, DB 8] + 1. [D (8o, B)] |

also

8) |[fPydr— [F(P)dr| < M{J,[2 (B, Bo)] + T,[D (Bo, B)1} -
3 B (B,)

Nun verschwindet aber hierin unter Beachtung von V, , und
(H. S.) 2. fiir lim-Bildung die rechte Seite, also gilt Gleiches auch
B—Bo

1) Vi p ist die Bezeichnung der rechts stehenden Voraussetzungen.

2y V D (£) bedeute die Vereinigungmenge aller B (B), B € B.
BeB
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fiir die linke Seite, d.h. es ist
B—>Bo B

Eine Anwendung von Satz 1.

Sei f (z) iber [a, b] integrierbar und B, € [a, b]. Dahn gilt

lim f]‘(x) dz = [ f(z)dz

B> Bo a

Zum Beweis setze man in Satz 1. fiir B (8) = [a, B], B, €[4, b].
Die B (B) erfilllen dann die Bedingung E (0) und es ist

lim J;[B (B)] = J;[D ()], also V,, erfiillt. Dass auch V,,
B—Bo
und V, ; gelten, ist unmittelbar ersichtlich.

Voo Vi V% B(B) 4 B und J, (P) £0. 1)

V. beschr. <7 (P, «), B, A>, wobeiP ¢ P und
« € A (A reelle Zahlenmenge)

Vo Var d f]‘(P, «) d=
€A B

Vo4 VP:lim f(P, ) = ¢ (P) gleichméssig in P

eP o oy

Satz 2.. 3 V2,5- Hq{;(p(P)dT

V?,i: V2,27 V2,3a V2,47 V2,5 >

1. lim [ f(P, «)dx .
o> o
R PRNI)
2. lim lim [f(P, wdr= {= [o(P)dx.
- BB x>y B(P) B (Bo)
3. lm lim [f(P, a)dv —
a>oy BBy B (B)

1) ,, A { B bedeute ,, A ist Teilmenge von B .
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Bewets von Saiz 2.
Ad 1.

9 |/, ajdr — fo(P)dr| = |JIf — olde + [/ ods — f pds]|
B () % (Bo) B (8) B(8) B (B

also mit den Abkiirzungen

[ O (a, B) = |[1(P, a)dr — [ o (P)dr]
Df%(ﬁ) L (Bo)
] Ofa, B lf[f P, o) — ¢ (P)]dr|
(10 Df B (8) v |
V() =|So(P)dt— fo(P)dr|
{ Df % (B) DB (Bo)
daher

(11) 0 < OB <D(wp) + T,
Wir untersuchen erst ®, dann V. |
Sei € > 0 beliebig gegeben. Ich setze

€

D]‘2 Jn(%) -

(12) e* =

Wegen VQ . gibt es dann eine reduzierte- Umgebung 0 (o) von
oy, sodass

(13) VavP: IfPoc)—cp P)| <e*
ell (o) €P
ausfallt, umsomehr als wegen VB : B (p) { B
eB -
(14) - ve yB VP :[f(P ) —e(P)| < e*,
ell(a) B €% (p) |
Das ergibt |
(15) ve VP 10 < ®(x B) < Jul[B(B) . F < In(P) et =g,
el(o,) €B .
also |
v VB 10 < @, B) <% -
(e) {elof:(oco) eB S 4

“Aus V,, folgt auch fiir die Limesfunktion ¢ (P):

.(16) beschr' < ¢ (P), B >, umsomehr also wegen Vgi:

(17) beschr <o (P), VB (B >
BeB
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- Wegen V, ; gilt auch

(18) VE: | So (P)dr.
' eB B (B)

(17) besagt, dass V, , fir ¢ (P), (18) dass V,; erfillt ist,
aber auch V, , ist wegen V,, fir ¢ (P) erfillt.

Satz 1. auf ¢ (P) angewendet ergibt daher

(19) ~ lim fo(P)dv = fo(P)dr, d.h.
B>B0 B (B) B (Bo)

(20) lim ¥ (B) = 0;
B—Bo

oder, was damit gleichwertig ist:

Es gibt eine reduzierte Umgebung 11 (8,) von B, sodass
(b)

vB:0 <YW (B) <
ell (By)

(a), (b) —

(21) Vo VB 0<Q(, B) +V(B) < e
ell (op) €ll(Bo)

po] @

Wegen (11) gilt also auch

(22) v« VP 0 <0 (x, B) <e,
ell (o) €U (Bo) ;

d.h. Iim O («, 8) = 0, somit nach (10):
B> o

lim ff(P, o)dt = f

a>a0 2 (3) 28

, B~ Bo
also Satz 2., 1.

Ad 2.

Die fir f (P, «) und ¢ (P) gemachten -Voraussetzungen Vos,
Vo, und V,; ermoglichen die Anwendung eines bekannten
Vertauschungssatzes, wonach

(23) lim [f(P, o) = fqz

P)d~
«>a0 P(B) 0B

(
B)
und also auch

(24)  lim | /f(P, a)dt — [@ (P)dt| =] /o
8) B

P)dt— fo (P)drt| =T
a—>ao R ( B (By) ) \f l (B)

(
B B (o)
gilt.

[’Enseignement mathém., t. V, fasc. 4. : 18
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Nochmalige Limitation hierin nach B liefert

lim lim | /f (P, «) dt — fo (P) dv| = lim ¥ (B) (20) 0,
B=>Boa—>ao P (L) B (Bo) B—=>Bo =

was angesichts dessen, dass [ ¢ (P)dr eine Konstante ist, die

2 (Ro)
Behauptung unter Satz 2., 2. erglbt

Ad 3.

f (P, &) erfiillt zunichst V,,, und V1,3 von Satz 1. fiir alle a,.
desgleichen aber auch V, ;, dies, da aus V, ; auch

vo vB: [f (P, o) dt

‘ eA eB B (p) |
folgt. In Satz 1. anstelle von f(P): f (P, «) gesetzt, fithrt auf
(25) lim [ff(P, o)dr = ff (P, o) dr
| BB B (B) B (Bo)
sodass auch
(26) lim |/f (P d'c——/@(P dv | = | /1 (P, oc)alT——fq)( ) dv |

B~Bo B (B) B (Bo) B (Bo) B (Bo)

wird. Aus denselben Griinden, die (23) legitimierten, trifft
wieder |

(27)  lim Jf(P, «)dt = [o (P)d~. zu.
coe>ao0 B () - B(Bo)
(26), (27) —>
lim lim | /f (P, a)dt — fo (P)dr|= |lim /[f(P,«)dt— fo(P)dr|=0,
a>a0 B>Bo B (By) 2 (Bo) a>oo B (B,) B (Bo)

d.h., es gilt auch Satz 2., 2.

[ 1. Setzt man in Satz 2. A = B und lasst «, mit B,
zusammenfallen, so erhdlt man unter im iibrigen
gleichen Voraussetzungen wie dort

(A 2) lim ff (P, o) ds = [o (P)dx

a0 B (a) B (ot

(Eine bekannte Beziehung.)
2. Satz 1. stellt einen Spezialfall von Satz 2. dar.
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Fiithrt man die Definition ein:

E* (8) = p; VB %”:{%(B’H%(B”) oder  B(B) 4V (R)},
e

so gilt die manchmal niitzliche Beziehung
(A.3.) { E*(6) — E (b)

wie die folgenden Uberlegungen sofort lehren:

E* (®)—»;, DR, p") =0 oder ©(p",p)=0 —>
LO(B, B)1=0 oder L,[(B" B)]=

Schliesslich kénnen wir noch aufgrund von Satz 2. beweisen:

V. stet. < f(x, «), [a, b], A > und beschr.
< f(x7 “)7 [a7 b]’ A‘ >

V. stet. <o (B), B>, stet. <® (y), C> und
VB = ¢ (B)ela, b], Vy = @ () c[aq, 0]

eB eC i
Vig. g A A" BpeB.B, voeC.C
Viy. Vo: Im f(z, «) = f(x o) gleichmissig in .

ela,b] o—a,

(A. 4.) | Vo Vi, Vi Viy —

) ) @ (v)
(F) lim  lim lim [f(z, a)dz =

81 —>810 82—>820 83— 3830 ¢ (PB)
D () D (o)

= lim [f(z, «)dz = [f(z, o) dz,
a—>ap @ (B) % (Bo)
B—Bo
Y= Yo

worin (8;, 3,5, 83) bzw. (84, 85, 35) eine beliebige
Anordnung der drei Parameter «, B, vy, bzw. von
[ % Boy Yo 1st.

Bewets von (A. 4.).

Es 1st, wenn c ¢ (a, b):

D () D (v)

(28) S (=, oc)dx~ff(fv oc)dx+ff(x o) dz
@ (B)

Ich betrachte zuerst f f(z, «) dz.
2 (B)
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Die Mengen B (B) sind hier durch die von $ abhéngigen Inte-
grationsintervalle [¢ (B), ¢], bzw. [¢, ¢ (B)] gegeben und erfiillen
offenbar die Voraussetzung V,.1; ebenso erfiillt f(z, «) auf-
~grund der fiir sie gemachten Voraussetzungen die entsprechenden
Voraussetzungen von Satz 2, wenn man dort z anstelle von P
und f (z, «y) anstelle von ¢ (P) schreibt. Daher ist nach Satz 2.:

(29) lim fo (¢, o) dz = lim lim (@, o) do = lim Tim Ttz o) dz =

a—>ag o(B) a—=>og B—=>Bo @ (B) BB a—>ap 9(B)
B>Bo

ff)(x o) dz .

Da hierin sdmtliche Ausdriicke von y unabhingig sind, folgt
aus (29) weiter durch y = Limitation:

C C
(30) lim ff(z, «)dx = lim- lim lim [ff(z, «)dz = ff (z, o) dx .
a—>ag 9(B) 31->810 82820 83—>0830 @(B) o(Bo)
B—>Bo .
Y=o

Ganz ebenso verfahrt man mit dem zweiten Integral der
rechten Seite von (28) und erhélt

. @ (v) D () @ (o)
(B1) lim [i(s¢)de=lm lm lm (e, 0)de = [f(z, u)de
a=>ag C 81—=>819 02820 83—>3830
B—~>Bo
Y—>Yo

(30), 31 —> (A. &), W. 7. 7. W.
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