14. Division des idéaux fractionnaires.
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Le cas généfal en résulte immédiatement, par application de la
commutativité et de V'assoctativité de la multiplication:

I=(9)x(m, 6—c), T = (q)x(m, 0'—c);
IXI' = (q) X (q) X (m, 6—c) X (m, 6'—c) = (¢?) X (m) = (¢?m).

- La seconde propriété se déduit immédiatement de la premiere:

Norme de IxJ = (IxJ)x (I'x)’) = IxT)x (IxJ')
= [NIDIX[NJ)].

Le carré d’un idéal double G —égal a son conjugué, (7)— est
égal a U'tdéal principal rationnel, dont une base est la norme de G:

G =gX(g,0—c)=gX(g,0—c) =6 = G?=GXG = (¢>Xy).

Les cas particuliers indiqués pour la multiplication entrainent
des cas particuliers et des conséquences du théoréme des normes.

La norme d’un idéal principal (p) est égale a la valeur absolue
|V ()|, de la norme de p [égale pour les diverses bases possibles,
(11. 1)], [ceci a déja été établi par un raisonnement direct pour
un idéal canonique, (11. 3)]

(p) X (') = (norme de p) = norme de (p) = |norme de p|.

En particulier la norme d’un idéal principal rationnel (q) est
égale a ¢ |
Un idéal entier F contient sa norme, puisque son idéal conjugué
F’ étant aussi entier, chacun d’eux contient F xF’.
11 n’y a qu’un idéal entier, de norme 1, qui est 'idéal unité.
Car un tel idéal étant contenu dans (1) et contenant (1), lui
est égal. |

14. Division des idéaux fractionnaires.

DEFINITION. — Deux idéaux, non nuls, sont inverses —ou
chacun d’eux est I'inverse de 'autre— lorsque leur produit est
égal a U'idéal unité (1).

Les normes d’idéaux inverses sont des nombres inverses,
puisque leur produit est égal a la norme de I'idéal (1). Cette
remarque, jointe & l'expression du produit de deux idéaux
conjugués (13), conduit a la construction d’idéaux inverses.




166 "A. CHATELET

TueoriME des idéaux inverses. — Deux idéaux dont les
normes sont des nombres inverses et dont les facteurs canoniques
sont des idéaux conjugués:

I = ¢ixX(m, 0—c), I, = g,x(m, 0'—c); (g2m)X (¢2m) = 1

sont des idéaux inverses.

La vérification est immédiate. D’aprés cette propriété, tout
idéal I, non nul, a (au moins) un inverse, qui, suivant une notation
usuelle est désigné par une puissance d’exposant —1:

I =gx(m, 0—c) = I'!'=(gxm)™x(m, 6'—c).

Un raisonnement, dont le caractére général a déja été rappelé (1. 2),
permet de déduire de cette existence la possibilité et la détermination
de la division (opération inverse de la multiplication) des idéaux,
ce qui comprend notamment la détermination —ou l'unicité— de
Iidéal unité et de Uinverse d’un idéal.

TueEoREME de la division des idéaux. — Etant donnés: un
idéal D, appelé dividende et un idéal I, non nul, appelé diviseur;
il existe un et un seul idéal J, appelé quotient de D par I, dont le
produit par le diviseur I est égal au dividende D.

Le quotient d’un idéal, non nul, par lui-méme, est égal &
I'idéal unité (1), qui est, par suite le seul idéal neutre (12.2)
pour la multiplication.

Le quotient de I'idéal (1), par un idéal I, non nul, est 1'idéal I*
(construit par le théoréme précédent), qui est, par suite, le seul
idéal inverse de I. '

Le quotient, d’un idéal D par un idéal I, non nul, est égal au
produit de D par I"! —inverse de I— : -

IXJ=1 < J=1);
IXI' =) {IxJ=(1) & J=I";
IXJ=D <« J=DxI

La derniére équivalence est obtenue en multipliant les deux -mem-
bres de I’égalité de gauche par I! ou les-deux membres de I’égalité
de droite par I. La premiére et la seconde équivalence sont de
conséquences de la derniére. |




LES CORPS QUADRATIQUES | 167

La construction de I'inverse (déterminé) d’un idéal I, non nul,
est équivalente & la multiplication de son conjugué I' par Uinverse
de leur norme commune.

Cette régle est applicable & un idéal défini par une base (algébrique
ou arithmétique), son inverse est défini par la base obtenu en multi-
pliant les conjugués des éléments de la base de I par I'inverse de la
norme de I. Pour un idéal principal, ceci donne une expression
évidente par elle-méme:

(0)' = (p": N(p)) = o' X (' xp" ") = (o)

L’existence et les propriétés de la multiplication et de la
division des idéaux, non nuls, peuvent étre (partiellement)
exprimées en disant que:

Les idéaux (fractionnaires) non nuls, d’un corps quadra-

tique R(0), constituent un groupe multiplicatif abélien —ou
commutatif— . Tl sera, en général, désigné par ¢(6), ou simple-
ment g.

.Ce groupe contient notamment les puissances d’exposants entiers
(quelconques) de chacun de ses éléments, définies ($uivant les nota-
tions usuelles) par les formules:

h entier positif: I" = Ix..xI  (h facteurs égaux);
I =@ =@" =)

Ces puissances vérifient manifestement les régles usuelles de calcul:
I"<XI* = I"*%;,  (IM* = I"**;  h kentiers quelconques.

Le groupe contient, par suite, les mondmes, ou produits de puis-
sances, I" xI"%x .., dont les régles de calcul sont également usuelles

14 bis. Sous groupe des idéaux principaux rationnels.

Dans le groupe ¢(6), la famille des idéaux principaux ration-
nels (¢) (11) constitue un sous-groupe, qui sera noté 2, isomorphe
au groupe multiplicatif des nombres rationnels positifs ¢.
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