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| REGELMASSIGE VIELECKE UND ITHRE DIAGONALEN

von Hermann HEINEKEN

(Recu le 1¢v féorier 1962.)

Wir wollen uns mit folgendem Problem befassen: Fiir welche
Zahl n kann ein regelmdfiges Vieleck mit n Ecken drei Diagonalen
haben, die durch einen Punkt gehen?

Dabei wollen wir uns nur Schnittpunkte ansehen, die nicht
Eckpunkte des Vielecks sind. Ausserdem sollen die Schnittpunkte
erreichbar sein, drei parallele Diagonalen werden also nicht als
drei Diagonalen, die durch einen Punkt gehen, anerkannt. Ohne
diese Einschrankungen miilte n groBer als drei sein, ohne die
zweite Einschrankung allein wiire jede Zahl n grofler als sieben
richtig.

Wenn man diese beiden Einschrinkungen einfiihrt, so findet
man fiir jede gerade Zahl n, die grosser als vier ist, drei oder
mehr Diagonalen durch den Mittelpunkt des Vielecks. Ob sich
fiir jedes andere n nur je zwel Diagonalen in einem Schnittpunkt
treffen, wollen wir im weiteren feststellen. Dabel werden wir uns
algebraischer Méglichkeiten bedienen. Ich danke Herrn Pro-
fessor H. Steinhaus fiir den Hinweis auf dieses Problem, das er
in [1] verdffentlicht hat.

Nehmen wir also an, dass n ungerade und grofler als sechs
ist. Das regelméfige Vieleck mit n Ecken werden wir V, nennen.
Wir kénnen ein Koordinatensystem mit rechtwinkligen Koor-
dinaten z, y so einfiihren, daB eine Ecke von V, auf der posi-
tiven Halfte der z-Achse liegt und der Mittelpunkt des V, um-
schreibenden Kreises mit dem Ursprung des Koordinatensystems
iibereinstimmt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen
i wir weiter annehmen, dall der ¥V, umschreibende Kreis ein
Einheitskreis ist. Dann hat die Ecke auf der z-Achse die Koor-
dinaten (1, 0). Wir werden nun in der iiblichen Weise die Punkte
der Ebene mit den komplexen Zahlen koppeln, indem wir durch
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276 ' H. HEINEKEN

eine komplexe Zahl genau den Punkt beschreiben lassen, der den
Realteil als z-Koordinate, den Imaginirteil als y-Koordinate
hat. Das hat zur Folge, daB die Gerade, die durch die von z,
und z; beschriebenen Punkte geht, nur die durch ¢z, + (1 — #)z,
mit reellem ¢ beschriebenen Punkte enthilt.

Nennen wir die durch 1 beschriebene Ecke des Vielecks P,
und bezeichnen wir mit z die komplexe Zahl, die eine der beiden
Nachbarecken von P, beschreibt, so beschreiben die Potenzen
von z genau die Ecken von V,. Der Einfachheit halber seien die
Ecken von V, so indiziert, daB z* gerade P, beschreibt.

Nun nehmen wir an, dass es drei Diagonalen gibt, die durch
einen Punkt gehen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir annehmen, dafl eine Diagonale durch P, geht. Es
gibt dann ganze Zahlen r, s, t, u, ¢, so dal die Geraden durch
P, und P,, P, und P,, P, und P, einen gemeinsamen Schnitt-
punkt haben. Also gibt es reelle Zahlen a,b,¢, so dall der
Schnittpunkt beschrieben wird durch (1 — a) + az", durch
(1 — b)z° + b7 und durch (1 — ¢)z* + ¢z°. Da aber jeder Punkt
der Ebene durch genau eine komplexe Zahl beschrieben wird,
sind die drei oben angegebenen Gréssen gleich:

(1) (1—=2z+a(z"—1)+b(z° 2" | =70,
(2) (1—=z"4a(z"—1) +c(z*—2z") = 0.

Da alle Gleichungen in komplexen Zahlen richtig bleiben,
wenn man fiir jede Zahl das konjugiert Komplexe einsetzt, und
da das konjugiert Komplexe von z gerade z~! ist, erhédlt man
aus (1) und (2) noch |

(3) (1_—z"s)+a(z"——1)+b(z“s—z.—t) | . =0,
@ (-z+aE" =D re(zM=z7) = 0.

Die Gleichungen (1) bis (4) kann man als lineare Gle@chungén
von a, b und ¢ auffassen; sie sind nur gleichzeitig erfiillbar, wenn
die Determinante der Koeffizienten verschwindet:

1—2z% ,z'—=1 , z2=2" , 0
1—-z* , z'—-1 , 0 o, =2z
1—z7%, z7"—=1, z75=z7%, 0

1—z™*, z7"=1,0 s Z =2z
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Wenn wir die dritte Zeile mit z°** multiplizieren und dann
die erste Zeile addieren und zu der mit z*** multiplizierten
Zeile die zweite Zeile addieren, kommen wir zu

1-z(1-z%, 1=z (1-2"| _

E=DE=D (-2, (- (1) |

0. ?

Da sich keine zwei Diagonalen in einer Kcke des Vielecks
schneiden, sind die Zahlen O, r, s, t, u, ¢ alle voneinander ver-
schieden. Also mufl die Determinante verschwinden, das heil3t

(5) F(z) =(1—2)(1 =21 —z*""""—(1 -2z (1 =2 (1 —z*"") = 0.

Nun ist z jedoch eine primitive n-te Einheitswurzel, und alle
primitiven n-ten Einheitswurzeln w erfiillen eine Gleichung
P(w) = 0, wobei P(w) ein irreduzibles Polynom ist, das von n
aber nicht von der Wahl von w abhéingt, siehe etwa [2] Seite 170.
Also muss F(z) durch P(z) teilbar sein. Aber da z2 wieder eine
n-te primitive Einheitswurzel ist, weil » ungerade ist, ist P(z2)
teilbar durch P(z). Aullerdem ist F(z2) teilbar durch P(z2) und
damit durch P(z). Da P(z) = 0, verschwindet auch F(z2). Nun
ist

F()-(1+21+2)(1+2"""")F(z) = (1-2)(1=-2)(1—-2"""") G (2),

so daB
(6) G =0A+2)A+2)A+2"""T) =1 +2)(1+2%) (1 +277") = 0,

denn (1 —2z*) (1 —2°) # 0, da P,, P, und P, verschieden
sind, und z°**7" # 1, da P, P, nicht zu P, P, parallel ist.
Subtrahieren wir (5) von (6) und dividieren durch 2, dann
erhalten wir

(7) H(Z) = Z pzS g TV gt gy sty :
=z " {(" -2 (" -2) (2" -2 (" =2} = 0.
Man tiberlegt sich genau so wie bei (5), daB dann auch H(z?)

verschwindet, und kommt dann durch entsprechende Ueber-
- legungen zu

(8) (z"+2 (2" +z%) — (2" + 2 (z"+ 2 = 0.
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Muiltipliziert man (7) mit 2" und addiert es zu (8), so erhlt
man | | | ’ '

(9) | ‘ 2(Zu+v_z's+t) =0

Dies ist jedoch nur méglich, wenn (z + ¢) — (s 4 t) durch
- n, die Anzahl der Ecken des Vielecks, teilbar ist. Unsere Anord-
nung der Punkte wiirde dann dazu fithren, daB die Diagonale
durch P, und P, parallel zur Diagonalen durch P und P, ist.
Damit stimmt (9) nicht mit unseren Voraussetzungen iiberein
und die Annahme, daB es drei Diagonalen gibt, die durch einen
Punkt gehen, ist falsch. Wir haben also gezeigt:

Ein regelmdfiges Vieleck mit einer ungeraden Anzahl von
Ecken hat (aufer den Eckpunkten ) keine Schmttpunkte von dret
oder mehr Diagonalen.
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