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Alors l'un au plus des peut être supérieur ou égal à - On pose le pro-

n +1

blême de préciser les propriétés caractéristiques de la somme £ 4>i qui,

dans les cas où n — 1 et n 2, se réduit à la constante n.

Cas du tétraèdre At A2 A3 A±

Nous introduirons souvent dans une même expression ou relation les

indices i, j, k, /; il sera alors sous-entendu que (/, j, k, /) est une permutation
de (1, 2, 3, 4).

Désignant par a o ({ xfj}) la forme œ2 qui est donnée par

4(7 4(02 x\2 *34 (*13 "b *24 "b *14 "b *23 ~ *12 ~~ *34) (bfL 1)

+ x\3 X24.(xl2 + *34 "b *14 + *23 — *13 — X24)

+ *14 *23 (*12 "b *34 "b *13 + *24 ~~ *14 ~~ *23)

222 222 222 222*12 *13 *23 ~ *12*14*24 ""*13 *14 *34 *23 *24*34

on voit que, les xtj étant rangés dans un ordre déterminé, les fonctions

Ti,t2, t3,t4 sont définies sur l'ouvert connexe

C/:(<x({4})>0, \x212+x2l3-xî3\<2x12x13, 0<xtJ<+co ;

hj 1,2,3,4)

de R6 où sont aussi définis les tétraèdres. Identifions chaque point le Uau
tétraèdre correspondant AiAjAkA^ La frontière F de Ü7 dans F6 donne
lieu à des tétraèdres dégénérés parmi lesquels on distingue a) les figures
planes Xdl obtenues pour des valeurs finies et non nulles des xip b) les

tétraèdres dégénérés Xd2 de la forme At Aj Ak Af, A? désignant un sommet
éloigné à l'infini, c) les tétraèdres dégénérés Xd3 de la forme AiAjAkAf.

Proposition 1. Désignant par sf une valeur limite de xt sur F, l'ensemble
des systèmes de valeurs (sf, s j9 sk, st) qui ne sont pas de la forme (rf, t xk, -q),

s'obtient en nous bornant aux tétraèdres dégénérés Xdl, Xd2, Xd3. En
particulier, on a sur Xdl :

(si9 Sj, sk, St) (0, 0, 0, 0)
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sur Xd2:

(st, Sj, sk9 (sin ai sin \j/9 sin Xj sin \j/9 sin xk sin \j/9 0)

avec
71

o ^ Xh OCj, <xk ^71, OCi + Otj + OCk — 71 0^1^^-,

sur Xd3 :

sfc, S/) (sin Xi sin \j/9 sin a,- sin xj/, 0, 0)

(sin xi sin ij/9 sin af sin iJ/9 0, 0)

avec
71

0 ^ xi9 Xj <Ln9 Xi + Xj 71 0 ^ xj/ ^ -.

Proposition 2. Soient A1? A2, A3, A4 quatre points distincts dans un

espace euclidien R" e/ désignons par (p^^i) l'angle aigu ou droit) des directions

définies par Af Aj et Ak At. Alors les relations

<P(12)(34) — (13)(24) ~ ^(14)(23)

entraînent nécessairement
71

<P(12)(34) ^(13)(24) <P(14)(23) ^

OU

f>(12)(34) <P(13)(24) <P(14)(23) ^

Démonstration. Comme

2x,,- Xa COS <j»(0-)(W) 2 |xyXtl| |xf, + x/t - x* - xf,I

il s'ensuit

I *14 + *23 ~~ *13 ~~ *24 I

_
I *14 "b *23 — *12 ~~ *34 I

*12 *34 *13 *24

I *13 + *24 ~ *22 ~ *34 I

*14 *23

Ces relations sont d'abord remplies lorsque

*12 + *34 *13 + *24 *14 + X23 22 (III.2)



— 201 —

X étant une longueur convenable, et alors
n

^(12X34) 9( 13)(24) (14)(23) *

En cas contraire, on peut supposer xf4 + x23 >x\3 + xl4 > x\2 + x\4,

ce qui donne

*13*24 ~ *12*34 + *14*23 5 (III* 3)

*13 *24 (*13 + *24) *12 *34 (*12 + *34) + *14 *23 (*14 + *23) •

(IIIA)

Il en résulte

*12 *34 (*13 + *24 + *14 + *23 ~~ *12 — *34)
^

*12 *34 (*13 *24 (*14 + *23) *14 *23 (*13 + *24)) 9

*13 *24 (*12 + *34 + *14 "b *23 *13 ~~ *24)

X13 X24 (x14 X23 (x\2 + X34) + X12 X34 (x\4 + *23)) 5

*14 *23 (*12 + *34 + *13 "b *24 ~~ *14 ~~ *23)

^14 *23 (*13 *24 (*12 "b *34) ~~ *12 *34 (*13 "b *24)) •

Remplaçant dans (III. 1) on trouve

° ({ *0' }) ~ (*12 *13 *23 + *13 *14 *34 ~~ *12*14*24 ~~ *23 *24*34) •

Comme a ({ xfj }) > 0, Vie U, il reste à voir s'il existe des Xdl tels que

*13 (*12 *23 +*14 *34) *24 (*12 * 14 + *23 *34) • (III.5)

Remplaçant les valeurs des x13, x24, tirées des (III. 3), (III. 5), dans (III. 4) on
obtient (x14 — x23)2 — (x12 + x34)2, ce qui donne x14 x12 + x23 + x34
ou x23 x21 + x14 + x43. Les points Au A2, A3, A4 sont donc alignés et

(P (12)(34) — <P(13)(24) 9(14X23)

Tout tétraèdre satisfaisant à (III. 2) sera dit normal. On considère aussi

des tétraèdres normaux dégénérés Xdu Xd2, Xd3 résultant des déformations
continues des tétraèdres normaux.

Corollaire. Pour qu 'un tétraèdre soit normal il faut et il suffit que

dœ dm ôœ ôœ ôœ dco
*12 ~Z b *34 7 * *13 ~

b X24 *i4 h X23
ÔX i2 ^*34 ^*13 dX24 dx±4 OX23

T 'Pncoinnomont motliim + VTTT fooo 1
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ou, en vertu du théorème d'Euler,

dco da> ôoj ôco
*12 "7 + *34 "7 "= CD x13- + *24 7 (III.6)

dx12 OX34 dx13 dx24

ou encore, e« posant ytj xfj u cr ({ })

d<7 <9(7 ÔO"

^12-7 +^34 7 <7, 3^3 T + +24T * (W-7)
^12 ^34 ^13 dj>24

4

Proposition 3. La relation £ (j)i n est valable pour tout tétraèdre
i=i

normal.

Démonstration. En vertu de (III. 2), on peut associer à chaque sommet

At d'un tétraèdre normal le paramètre yt défini par les relations

2x,jXik 2xik xn2xux,j xfj + xfk - xjk

*ik + Xn xki Xn + Xfj Xij 8)

d'où

yi + yz + J>3 + y* ^, *tj yuyj (i ïj; 1, 2, 3, 4).
(///.9)

do do
Remplaçant dans l'expression de on trouve yk yt et ensuite,

dyij dytj

moyennant (III. 7),

0- yi y2 y3 + yi y2 y* + y± y* y4 + y2 y 3 y4 • (111.10)

Comme d'ailleurs

on en déduit

4 yt
0 — yi *ifc yi

yt Xu

4>i 1 - sin2 <k

2 2 2 12 2
xiJ xik xil *

ï-2y2i

,2 2 2 2 2 2 '



Désignant par l'angle des vecteurs xik9 xih il s'ensuit, d'après (III. 8),
71

que les \l/ij9 \jfik9 0n sont tout ensemble inférieurs, égaux ou supérieurs à -
suivant que yi > 0, yt 0 ou yt < 0. Selon la définition de 0f, on a donc

respectivement
71 71 71

^ <
2 ' 2

°U >
2 '

et cela prouve que

COS0J-
xil

Remplaçant les sin (j>i9 cos dans l'identité

sin((j)1 + (j) 2 + 03 + 04)

£ sin (j>i cos <pj cos (j)k cos 4>i — cos sin <j)j sin (j)k sin (f)l

et tenant compte des (III. 9), (III. 10), on obtient

A -v/cr
sin (01 + 02 + 03 + 04)

^12 ^13 kl4 ^23 ^24 ^34

(Cj;l3;23;3 + >'l3;2y4+};l>'3J;4+y2y3j;4)^2-(j;l+J;2+3;3+>'4)^) 0.

Comme d'ailleurs 0 < (f)1 + 02 + 03 + 04 < 27c, il s'ensuit

01 + 02 + 03 + 04 71 •

Corollaire. <S7 cf>i > 0, (i — 1, 2, 3, 4), <p^ -f- 02 H- 03 H- 04 ==:: ^
existe une infinité de tétraèdres normaux tels que xi sin (i 1, 2, 3, 4).
Leurs arêtes sont données par les formules

xu xß k \Jct3 <pj,

k eta«/ wwe longueur arbitraire.

4

La relation X0î 7C s'étend immédiatement aux tétraèdres normaux
i

dégénérés Il n'en est pas de même pour tous les autres Xdl9
Xd2, Xd3. Si un Xdl, par exemple, est tel que

i
71

i
71 71

0i2
J

> 0i3 >
2

» 0i4 >
2 '



la somme ]T (f)b calculée sur les X qui ont pour limite aura deux valeurs
î

limites, 0 et n.

Détermination des bornes d'une fonction numérique/(zu t2, t3, t4)
par application des formules (I. 1). La forme de / est supposée telle que

/ (w1? w2, w3, w4) soit continue sur un ouvert de R4 contenant le cube
0 ^ ut ^ 1, (/ 1, 2, 3, 4). L'ensemble Lq c U, donc aussi E a Uy

s'obtient par l'intermédiaire de l'ensemble des points de R4 où les dérivées

de/(ttl5 u2y u3y w4) ne sont pas définies.

En ce qui concerne la détermination de Eu on peut se limiter à la
considération de l'ensemble E n H, H étant un hyperplan (x23 c23 > 0),
puisque/est homogène de degré zéro. Etant donné que

L( 11+ —^ + ——(v ?L\
dxtJxtj V' ÔTt

Tj dxj

on obtient la relation

/ dfdf\ \f±
*12 T ® *12 T +*34 7 I

v dxl2 dx3J\ j x ôxj
et les deux autres qui s'en déduisent par permutation d'indices. Par conséquent

les équations

df
_ df_df_df_ô_i _ o

dx12 dx34 dx13 dx24 dx14

sont d'abord remplies sur l'ensemble E[ c E n H défini par

dL==dL ^L dL== o
ôz1 dx2 dx3 dz4

puis sur un ensemble E1 c= E n H tel que tout X e Ex satisfasse aux (III. 6)

et soit donc normal. Ainsi Et E[ u El et/(Ex) f(E[) u f(E'l). Etant
donné qu'en tout X e É[ la valeur de / est de la forme

4

/(sin</>!, sin</>2, sin</>3, sin <ff) g<j>2,04) avec £</>; 71,
1

suivant la proposition 3, on peut éviter la détermination de È[ en lui
substituant le problème, plus facile en général, de la détermination des

bornes de g (cj)iy </>2, </>3, </>4) sous les conditions
4

0 < (j)i < 7t y (/ 1,2,3,4), £0; 7C.
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En ce qui concerne le calcul des sup F' (F), infF' (F), où L (F) est

l'ensemble des valeurs limites qui ne sont pas de la forme/(t1? r2? t3, r4),

on voit, compte tenu de la proposition 1, que a) les Xdl donnent la seule

valeur /(0, 0, 0, 0), b) les Xd2 donnent les fonctions 4

/ (sin oc1 sin \j/9 sin a2 sin \j/9 sin a3 sin i/f, 0)

/ (sin a! sin \j/9 sin oc2 sin \j/, 0, sin oc3 sin \j/)

/ (sin ocl sin if/, 0, sin a2 sin ij/, sin a3 sin ij/)

/ (0, sin a1 sin x//, sin a2 sin \j/, sin a3 sin i//)9

^0 < al5 a2, a3 < rc a1 + a2 + a3 n 0 < xj/ ^ -J

dont les bornes s'obtiennent moyennant les formules (I. 1), c) les Xd3

donnent les fonctions

/ (sin a sin \j/9 sin a sin \j/9 0, 0) / (sin a sin i//9 0, sin a sin if/, 0)

/ (sin a sin \J/9 0, 0, sin a sin if/), / (0, sin a sin \J/9 sin a sin \j/, 0)

/ (0, sin a sin ij/9 0, sin a sin \j/), / (0, 0, sin a sin \j/, sin a sin i/0

^0 < a < 71, 0 < ^ ^

dont les bornes s'obtiennent également par la méthode générale.

Ayant obtenu les sup L' (F), infF' (F), on a

sup/ sup (/(E0) u f (E[)u { sup #, sup L (F) })

inf / inf (/ (F0) u / (Fi) u { inf#, inf L' (F) })

Si l'on désigne par arc sin t£ le plus petit arc positif ayant le sinus xi9

la démonstration des propositions suivantes est maintenant immédiate.

4

Proposition 4. La fonction Y arc si*1 xi vérifie les relations
î

4

0 Z arC S*n Ti 71

1

Fa borne supérieure n s 'obtient a) swr tout tétraèdre normal pour lequel

^ ril'un des (j)t est égal à-, b) sur tout tétraèdre normal pour lequel < —,2 2

(i 1, 2, 3, 4), c) swr tout tétraèdre normal dégénéré Xd2, AiAjAkAc^, dont
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la face At Aj Ak n'a aucun angle supérieur à - d) sur tout tétraèdre normal

dégénéré Xd3) At Aj A* A?, tel que <j)i </>j ^.

Par conséquent, pour tout tétraèdre qui n'est pas normal, on a

4

£ arc sin xt < n
î '

Proposition 5. La fonction
3

— arc sin t4 4- £ arc sin
î

vérifie les relations
3

0 ^ — arc sin r4 + J] arc sin xt ^ 7t.
î

La borne inférieure 0 s'obtient a) swr tout tétraèdre normal pour lequel

71

(P4 ~, b) sur tout Xdl et sur toute autre forme dégénérée pour laquelle

si s2 s3 s4 0, c) sur tout tétraèdre normal dégénéré A4 At Aj A^
71

tel que if/4k ^ - d) sur tout Xd3 de la forme A4 Af A y A^.

Par conséquent, pour tout tétraèdre qui n'est pas normal, on a

3

— arc sin t4 + £ arc sin > 0
i

Théorème. Pour qu'un tétraèdre soit normal, il faut et il suffit que la

4

relation n s°ü valable.
î

71

Démonstration. Si le tétraèdre n'est pas normal, on a fa ^ -, (i

4
71

1, 2, 3, 4). Par suite, ou bien < - pour z 1, 2, 3, 4, et alors £ <t>i

2 i
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71 i.< 71, suivant la proposition 4, ou bien 0f > - pour un seul indice, soit

71
4 4

> -, et alors £ 0f >7r, suivant la proposition 5. Donc la relation £
2 î i

7I n'est jamais vraie pour un tétraèdre qui n'est pas normal. Cela démontre
le théorème, compte tenu aussi de la proposition 3.

4 71

La borne supérieure de £ — 7u lorsque 04 > - par exemple, se réalise
î 2

sur la frontière du domaine U' a U obtenu en adjoignant les conditions

71 71 71

041 > ~ 5 042
2 ' ^43

2

aux relations définissant U. Sans entrer dans les détails, on remarque que

4

l'ensemble des valeurs de £ — 7C sur des Zd2 de la forme ^ v42
1

avec

71 n 7i
041 > - P 042

2
> 043 > - '

admet le maximum

9
1 1

2 arc sin : — arc cos —7^
V3 V3

qui semble être le svoremum cherché.

Toutes les propriétés précédentes sont de caractère local, parce
qu'elles se traduisent, d'une façon évidente, par des propriétés des angles
que font deux à deux les six droites dtj IIk n ilh en désignant par
nb (i 1, 2, 3, 4), quatre plans issus d'un même point de Rn et parallèles
aux faces du tétraèdre.

Cas d'un simplexe quelconque Ax A2 An+X.

4
Les deux exemples suivants montrent que la relation £^=71 ne peut pas

1

s'étendre de la même façon à des simplexes de dimension n ^ 4.
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