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T . g .
< m, suivant la proposition 4, ou bien ¢; > 5 pour un seul indice, soit

4 4
n . - - .
Py > 7> et alors Y ¢; >, suivant la proposition 5. Donc la relation ) ¢;
1 1

= 1 n’est jamais vraie pour un tétraédre qui n’est pas normal. Cela démontre
le théoréme, compte tenu aussi de la proposition 3.

4

T .
La borne supérieure de ) ¢; — = lorsque ¢, > 5 par exemple, se réalise
1

sur la frontiére du domaine U’ < U obtenu en adjoignant les conditions

[/ T

0
— > > —
‘/’41>2, ‘//42=2, ‘//43_.2

aux relations définissant U. Sans entrer dans les détails, on remarque que

4
'ensemble des valeurs de ) ¢; — = sur des X,, de la forme A, A5 A, A5
1

avec

T

i
W4z =§’ a3 > =,

n
Yag > = 5

2 b
admet le maximum

1 1
2 arc sin —— — arc CoS —

J3 J3

qui semble €tre le stnremum cherché.

Toutes les propriétés précédentes sont de caractére local, parce
qu’elles se traduisent, d’une fagon évidente, par des propriétés des angles
que font deux a deux les six droites d;; = II, n II,, en désignant par
II;, (i = 1, 2, 3, 4), quatre plans issus d'un méme point de R" et paralléles
aux faces du tétracdre.

CAS D’UN SIMPLEXE QUELCONQUE A; A4, ... 4,,,.

4
Les deux exemples suivants montrent que la relation Y. ¢; = ne peut pas
1

s’étendre de la méme fagon a des simplexes de dimension n > 4
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a) Le n-simplexe dont toutes les arétes sont égales 4 a donne lieu aux
relations

n+ 1 n+1 "t n+ 1
w? = a? Ti=\/ , Z¢i=(n+1)arcsin\/ T
1

on
n+1 n+1

donc ) ¢, <mpourn=4,et ) ¢, - 0pourn— + © .
T i

b) Considérant le simplexe défini par n vecteurs orthonormés

— > —_— '
X125 X135 o5 X1 541, ON Obtient

1 n—1
w=117 =117, =1 = ..="1,4, =<’“‘"“> ’
J2

n+1 1 n—1
Y ¢; == + narcsin <~—:) ,
: NG
n+1 n+1

T
donc ) ¢; < = pour ng4,et2¢i—>§pourn—>+ 0 .
1 1

Nl

EXERCICES.

1. R" étant le plus petit espace linéaire contenant les points ay, ..., a
déterminer le minimum de

q

q
f) =Ymlx —a;lvy, >0,v21i=12,..,9),
1
lorsque x décrit un sous-espace linéaire de R".

2) Dans un tétracde 4; A, A3 Ay, soit a;; = «;; le diedre des deux faces
qui se coupent suivant I’aréte 4; A;. Démontrer la relation
ow .
— = X;; X Ctg oy .
ox;; ij XK1 CLE Uy
En déduire la formule

3w = Xy X34 (Xg5CtE 034 + X34 CtEAy5)

+ X13 Xo4 (Xg3Ct8 00 + Xp4 CtEoy3) + X144 Xp3 (X1 CtEoy3 + Xp3 CLE 0ty4).

3. Pour tout tétraédre normal on a

X1z X34 Ctg Oy5 CLE 034 = Xy3 Xp4 CLZ Ay3CLE 0z4 = Xy4 X3 CLE 04 CLEX, 3,

X12t8 0yp + X34 1€ 034 = X318 g3 + Xpu 18 U5y = Xyt 0yy + X33 18 053
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4. Soient a, b, c trois vecteurs non coplanaires tels que ab # 0, be # 0,

ca # 0. Alors les angles formés par les vecteurs (bc) a, (ca) b, (ab) c sont

tous inférieurs ou tous supérieurs a 5 Dans le premier cas on pose

e

—- > b
¢ (a,b,c) = arcsin labe]

B e

lal |b] |c|

et dans le second

R

labc|

- = =

lal |b] ICI

—

- = .
¢ (a,b,c) = n — arcsin

Démontrer la formule

- o> —

¢(a,b,c) + ¢ (a, b/\(C/\a)cx\(aAb))
+¢(b,C/\(a/\b),a A(bAC))—{—(l)(c,a/\(_Z/\_Z),_l;/\(—; ,\;))zn
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