
9. Exemples de géodésiques.
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([13], p. 59; [12], p. 165; [1], p. 224) que si m, n sont assez voisins, cette

plus courte géodésique (i.e. de longeur d (m, n)) est unique.

(8.5): les géodésiques sont invariantes par isométries: si/ : (M, g) (N, h)
est une isométrie et c une géodésique de (N, h)9 alorsfoc est une géodésique
de (M, g).

9. Exemples de géodésiques.

(9.1): les géodésiques de (Sn,g0) sont les grands cercles (parcourus
uniformément.

En effet, soit c une géodésique de (Sn, g0) et m, n deux points de c

assez voisins pour vérifier (8.4). Soit P le sous-espace vectoriel de dimensions
deux de Rn+1 déterminé par m et n, C le grand cercle P n Sn et s la symétrie
euclidienne par rapport à P et restreinte à Sn. Les seuls points fixes de s

sont les points de C. Comme s est une isométrie de (Sn, g0) elle transforme
la restriction c de c de m à n en une géodésique soc (d'après (8.5)); d'après
(8.4), on a donc s o c c, donc c c C. En particulier:

(9.2): les géodésiques de (Sn,g0) sont toutes des courbes simples (sans

point double), périodiques et de longueur 2n.

On va voir en fait que les géodésiques des (P", g0) ont les mêmes

propriétés.

(9.3): géodésiques des submersions riemanniennes.

Soit {M, g) (N, h) une submersion riemannienne (voir (2,5)); alors:

(9.4): si c est une géodésique de (M, g) telle que c' (0) e PTc(0), alors c est

horizontale (voir (3.6));

(9.5): si c est une telle géodésique horizontale de {M, g), alors poc est

une géodésique de (N, h).

(Pratiquement on obtient donc toutes les géodésiques de (N, h) par
projection des géodésiques horizontales de (M, g)).

Ces deux affirmations se démontrent ensemble. Soit c une géodésique
de (N, h) et m, n deux points de c assez voisins pour vérifier (8.4). Soit c

un relèvement horizontal db c et m, n les relèvements de m, n. Soit d la plus
courte géodésique demàiï (voir (8.4)); alors (d'après (3.6)):

long {p o d) rg long (d) ^ long (c w long (c) d (m, n).

Comme p o d est d'extrémités m, n c'est donc (d'après (8.4)) que l'on doit
avoir l'égalité partout d'où (d'après (3.6)) nos assertions.
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(9.6): géodésiques des P] (i= 1, 2, 4).

Considérant les submersions riemanniennes (2.9), on voit que (9,5)

montre que les géodésiques des (P", g0) sont les projections des géodésiques

horizontales (pour la submersion considérée) de Sm+l~1. Il suffit donc

de savoir comment se projettent les grands cercles horizontaux de

Sin+i-i sur pn 0n voit d'abord que les grands cercles de s*1'1 revêtent

tous deux fois les géodésiques de (P", g0), parce que p {-m) p {m) pour
tout m e Sin + i~x. Donc:

(9.7): les géodésiques des (P", g0) sont toutes des courbes simples,
périodiques et de longueur n.

Pour se faire une idée de la géométrie des P" (i=0, 1,2,4), il faut

encore savoir comment se rencontrent deux géodésiques c, d issues d'un

m c (0) d (0). Pour (Sn, g0), elles se rencontrent exactement à la

distance n en l'antipode de m, puis de nouveau en m au temps 2n (et c'est

tout!). On en déduit que pour (PJ, g0), revêtu deux fois par (Sn,g0)9 les

géodésiques issues d'un m e P" ne se rencontrent pas ailleurs qu'en m (ce

sont les droites projectives passant par m). Le milieu (situé à une distance

~ de m) de ces géodésiques de P" passant par m décrit l'hyperplan projectif
dual de m, dans la dualité associée à la structure euclidienne de Kn+1.

Pour les P" (z=2, 4), on note d'abord que TmP}\ est un Pf-espace vectoriel.
La relation d'équivalence sur Kn+1 — {0}, qui donne naissance à P" montre

que ([1], p. 130) c et d ne se rencontrent pas ailleurs qu'en m si

d' (0) $K. c' (0). Si par contre d' (0) eK. c' (0), alors c et d se rencontrent
en plus seulement en leur point à distance | de m. En outre, lorsque d' (0)

parcourt K. c' (0), les géodésiques correspondantes forment une sphère de

dimension i de P", sphère qui n'est autre qu'une droite projective. Et lorsque
ces différentes z-sphères-droites projectives passant par m remplissent P",
les antipodes de m sur ces sphères décrivent l'hyperplan projectif dual de

m (pour la structure hermitienne de /PI+1), hyperplan qui est une sous-
variété de dimension réelle i {n-1) de P". On notera aussi que ces droites
projectives (resp. hyperplans projectifs) sont isométriques (comme sous-
variété de (P", g0)) aux (S\ \g0) (resp. (P'-~ \ g0)) (ce sont même des sous-
variétés totalement géodésiques).

(9.8): le cas de (Pg, g0).

Pour étudier les géodésiques de (Pg, g0), il faut (voir (2.7)) utiliser la
technique des espaces symétriques; on trouvera dans [11], p. 356 et surtout
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dans [4], p. 466, le fait que le comportement des géodésiques de (P\, g0) est

exactement le même que celui décrit précédemment pour les géodésiques
des (F", g0) (i= 1, 2, 4), en prenant K Ca et / 8.

10. Géodésiques périodiques.

(10.1) : définition : une géodésique c : [a, b] -> (M, g) est dite périodique
(ou ferméeJ si c est non constante et si c' (a) c' (b). Elle est dite en outre

simple si est injective.
Le mot périodique est justifié parce que (8.3) montre que c se prolonge

en une géodésique c : R -> M telle que c= c et c(t+b — a) c (t)
pour tout t. La figure 1 ne représente pas une géodésique périodique (mais
seulement un lacet géodésique), la figure 2 représente une géodésique

périodique non simple, la figure 3 représente une géodésique périodique
simple :

c

Fig. 1 Fig. 2

c'facW

Fig. 3

Pour une v.r. (M, g) on introduit les trois assertions:

(10.2): « GPS (m) »: Y x e TmM, x ^ 0, la géodésique c telle que c' (0) x
est périodique, simple et de longueur n ;
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