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D’autre part il est nécessaire que K, soit réelle car: (—1)* = 1€ S,
implique, d’aprés le lemme 1.1, — 1 € .S, pour tout i < r’. Donc tous les
sous-corps stricts de K. sont réels.

Pour démontrer la réciproque, on peut remarquer que:

1 4 n, ~ |
siu, = 0, —1 se décompose dans les sous-groupes T(n,, —) de la fagon

p;
sulvante:
pj—1
—1= ]] ¢ 7
1<j<m,
On déduit de la condition 1.6.A bis que sij = m;, alors by ; =02~
pj—1

et compte tenu du lemme 1.2 bis, ¢; > €S, Donc — 1€ S, et K, est réelle. i
Donc'siu, = 0, 1.6.B bis est une conséquence de 1.6.A bis et on démontre |
I’existence de K,. comme précédemment. |
, ; , n, n,

Si maintenant u, =2, — 1 se décompose dans T<n,, ‘277;> et T (n,, —)
j

sous la forme:

pj—1

— 2
—l=a ][ ¢
1<j<m,
pj—1

La condition 1.6.A bis implique donc comme précédemment, que ¢; *
e S, dou — ay€es,. |
Siu, = 2,a, ¢S, (lemme 1.2 bis) donc les conditions 1.6.A bis et 1.6.B bis
sont incompatibles.
Si u, = 3, les conditions 1.6.A bis et 1.6.B bis impliquent donc a, € S,,
d’olt ay = 0 (2").
On termine la démonstration comme précédemment.

CHAPITRE ]I
DECOMPOSITION, RAMIFICATION, DISCRIMINANT
I1.1. RAPPELS

Soient K et K’ deux corps de nombres, K’ étant abélien sur K. Soient
A et A’ leurs anneaux d’entiers respectifs et p un idéal premier de 4. pA’

se décompose en idéaux premiers de A’ sous la forme: pA’ = ( [] »,)°
1=v=yg
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A ? 4] r .
et pour tout v de 1 & g,— a pour dimension f'sur —. f est le degré résiduel

v

de p, sur K et e I'indice de ramification de p, sur K (ou de p dans K'). On
a les relations: |
efg = [K':K] et NK’/K(pU) = Pf-
Les p,, 1 = v = g, sont exactement les idéaux premiers de 4" contenant p.
Soit G (K'/K) le groupe de Galois de K’ sur K. L’ensemble des o de
G (K'[K) tel que o (p,) = p, est un sous-groupe de G (K'/K) ne dépendant
pas de v et appelé groupe de décomposition de p, sur K (ou de p dans K').
Son cardinal est égal & ef. S’il est égal & 1, on dit que p se décompose complé-
tement dans K.
L’ensemble des o de G (K'/K) tel que o (x) — x appartienne a p, pour tout

- x de A’, est un sous-groupe de G (K’'/K) ne dépendant pas de v et appelé

groupe d’inertie de p, sur K (ou de p dans K').
Son cardinal est égal & e. p est dit ramifié dans K’ si e = 2 ([1] chapltre 5;
[2] chapitre 5).

Soit K” un corps de nombres, contenant K’ et abélien sur K, et soit A”
son anneau d’entiers. Si p,4” se décompose en idéaux premiers de A”
sous la forme: p, 4" = (|| Poy)® et sif’ désigne le degré résiduel de

1=v'<=yg’

p,,- sur K’, les quantités e’, g’, f' sont les mémes pour tout v entre 1 et g.
L’indice de ramification de p dans K" est ee’ et son degré résiduel ff”. Si
D est le groupe de décomposition de p,,. sur K et « ’application de G (K"/K)
- sur G (K'/K) qui & tout automorphisme de K” fait correspondre sa restriction
4 K', alors D n G(K"/K’') est le groupe de décomposition de p,,. sur K’
. et (D) est le groupe de décomposition de p,, sur K. On a un résultat analogue
- avec les groupes d’inertie ([3] chapitre 1).

On appelle corps de décomposition de p dans K’ le sous-corps de K’

. laissé invariant par les éléments du groupe de décomposition de p dans K.

C’est le plus grand corps, compris entre K et K', dans lequel p se décompose

’: complétement. De méme le corps d’inertie de p dans K’ est le sous-corps de

K laissé invariant par les éléments du groupe d’inertie de p dans K’. Cest
e plus grand corps compris entre K et K’, dans lequel p ne se ramifie pas
. ([4] chapitre 2).

Différente : L’ensemble des x de K’ tels que Trg. x (xA) < A, est un
- idéal fractionnaire de K’ dont I'inverse est la différente de K’ sur K notée
o k- Elle est engendrée par les F’ (x), ou x parcourt 4’ et F désigne le
polynome minimal de x sur K. Si p, ... p,, sont les idéaux de A’ ramifiés

- sur K, alors:
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5K'/K= H PZ”- 1

1<v<m
Si e, est I'indice de ramificationde p,surKona:h, >e, — leth, = e, — 1
/ ;
si et seulement si e, est premier avec la caractéristique du corps — . Le dis-

v

criminant de K’ sur K est Ny x (6g: /) et on a la formule de transitivité:
Og»x = Ognjx Ok ([2] chapitre 4, [5] chapitre 3).

Corps cyclotomiques : Dans un corps cyclotomique Q (p®), (p premier)
p est leur seul nombre premier ramifié et: p = (1—¢)*#*)) ¢ désignant une
racine primitive (p*)eme de 1, est la décomposition de p en idéaux premiers
de Q (p°).
p est ramifié dans un corps cyclotomique Q (n) si et seulement si p divise 7.
Si n s’écrit: n = p°n’ avec n’ premier avec p, alors le corps d’inertie de p
dans Q (n) est 2 (n") et 'indice de ramification de p dans Q (n) est ¢ (p°).
Si g est premier avec n, la classe de ¢ modulo 7 est 'automorphisme de |
Freebenius, et elle engendre dans G (n) le groupe de décomposition de g |
dans Q2 (n) Le degré résiduel de ¢ dans Q (n) est donc le plus petit entier f
tel que: ¢/ =1 (n). :

Si & est une racine primitive #neme de 1, { 1, £, ... £ 711 est une base
de I'anneau des entiers de Q (1) sur Z. Le discriminant de Q (1) sur Q est: .

o(n)

[Tpr!

ce dernier produit étant étendu a tous les nombres premiers p divisant n
([5] chapitre 4).

I1.2. NOMBRES PREMIERS RAMIFIES DANS UNE EXTENSION ABELIENNE DE Q

LemMe 11.1.

; Soient K une extension abélienne de Q et Q (n) le plus petit corps
| cyclotomique contenant K. Alors un nombre premier p se ramifie |
‘ dans K si et seulement s’il divise n. §

Si p est ramifié dans K, alors il est ramifié dans tout surcorps de K
donc dans @ (n) et il divise n.

|
Réciproquement, si p divise n, posons n = p°n’, avec n’ premier avec p. %
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Alors le corps d’inertie de p dans Q (n) est Q (n') et son groupe d’inertie

T (n, n'). :

Soit 7 I’application canonique de G (n) sur G (K/Q) qui a tout automor-

phisme de Q (n) fait correspondre sa restriction a K. @ a pour noyau
G (™M) et comme Q (n) est le plus petit corps cyclotomique contenant K,

on a donc:

iskuscbia

Q) 2 K cesta-dire T(n,n') € GE /).

i S AN

? (T (n, n')) qui est le groupe d’inertie de p dans K, n’est donc pas réduit a
lldentlte et p se ramifie dans K.

I1.3. DECOMPOSITION D’UN NOMBRE ¢ PREMIER, NON RAMIFIE DANS K,

K, désigne une extension cyclique de degré p" sur Q (p premier) et
(Q (n;))1-:i— la suite de corps cyclotomiques associée. Les notations
- restent les mémes qu’au premier chapitre. ¢ est un nombre premier non
ramifié dans K,, c’est-d-dire d’aprés le lemme précédent, premier avec n,.
Si p est impair et suivant que u, = 0 ou u, = 2,

soit q = cf1c§2...cff,’r"r(n,)

ou q = bgocfl...cﬁ'r"r(nr),
la décomposition de ¢ dans G (n,).

On posera alors:

— Si
2=2u, Sr:V(g) = opfy + Z O‘jﬁj—ﬁl
2<j<m,
— B
u, =r+1:V@ = Y of —Bo
1<j<m,
— Si

u, =0:V(g) = ) ;=5

2<j<m,
De méme si p = 2 et suivant que u, = 0, ou u, = 2, ou u, = 3, soit

g g =cic cur(n,) ou g = ag"cfl...c,’f,'r”r(n,)
ou

q = afas’ocl .. chme(n,)
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la décomposition de g dans G (n,). On posera alors:

— Si
3su, Sr+1:V(Q) = afo + aocBo+ Y wf; — B
2<jsm,
— Si
u, =r + 2 V() = ) ijﬁj—ﬂz)
0<j<m,
— Si
u, =2 V(g =27 B+ Y, B — By
' 2<j<m,
— Si
u, =0 :V(g) = Z O‘jﬁj — By
2Lj<m,

ProrosiTioN II.1.

Soient K, une extension cyclique de degré p" sur Q et ¢ un nombre
premier, ne divisant pas n,. Alors la décomposition de ¢ en idéaux
premiers de K, est de la forme:

qg= J] a

ISUqu

et g, estle PGCD de p" et de V' (q).

Le groupe de décomposition de g dans Q2 (n,) est le sous-groupe de |

G (n,) engendré par la classe de ¢ modulo n, et la restriction de g, considéré

comme automorphisme de Q (n,), a K, engendre le groupe de décomposition

~de g dans K,.

G (nl‘)

Le degré résiduel f, de g dans K, est donc I'ordre de ¢ S, dans

r

sons par exemple p impair et 2 = u, = r et considérons alors:

s = (cTbo)o(ces )2 ... (cimr ¢y, )

— bgo CY(QH—[}I ng Cglrrn,
D’aprés la proposition 1.3, s € S, et ’on a modulo #,:
sq7! = c1@.

G (n,)

f, est donc égal & ordre de ¢; @ S, dans

r

. Suppo-

et comme ’'ordre de ¢S,

Pt
i

i
i
{a

7]
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est p” (lemme 1.2), on a donc:

r

B p
“ PGCD(p", V(9)

g, = PGCD(p", V(q)).

I1.4. INDICE DE RAMIFICATION DANS UNE EXTENSION K,

" PROPOSITION 11.2.

Soient K, une extension cyclique de degré p" sur QO et
(Q (1))~ la suite de corps cyclotomiques associée a K,. Pour
tout ide 1 arettoutjtel quem;_; < j==m, 'indice de ramification
de p; dans K, est p"~ "1
Si u, # 0, I'indice de ramification de p dans K, est p

r—1+1

Soit j tel que m;_{ < j=m;. p; divise donc n; et ne divise pas n;_ .

- Clest-a-dire que p; se ramifie dans @ (n;) et ne se ramifie pas dans Q (n;_ ).
~ D’apres le lemme I1.1, ceci implique que p; se ramifie dans K; et ne se ramifie
- pas dans K;_ ;. K;_ est donc le corps d’inertie de p; dans K, et I'indice de
~ramification de p; dans K, est égal a: [K, : K;_4].

De méme si v, # 0, K,_; est le corps d’inertie de p dans K.

I1.5. DISCRIMINANT DE K,

- ProrosiTioN 11.3.

K, est une extension cyclique de degré p" sur Q et (Q ()) | =izr
la suite de corps cyclotomiques associée. Le discriminant de K,
sur Q est:

— Dans le cas ott u, = 0:

— Dans le cas ot p est impair et u, = 2:
—1+1
-1 r—i+1_P" -1 1, r—i
p (r—1+2)p - -1 pi— l(pr—i+tl_y
p ( p—1 ) [] [] ph )

1<i<r mp_q<j<m;
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— Dans le cas ot p = 2 et u, = 2:

22r H H p?i—l(zr-—i-kl_l)

1<i<r m;_q{<j<m;

— Dans le cas ot p = 2 et u, = 3:

I—1,(n_ r—1+1 2i—1pr—i+1
72 ((r—1+2)2 -1) H 1—[ ¥ (2 -1)
1<j<m !

1<i<r mi_

Supposons tout d’abord u, = (. Désignons par A I’anneau des entiers
de K,. Pour tout j de 1 & m, soit p;A = [] p;ila décomposition de

l=v=g;j
p;A dans K, et soit f; le degré résiduel de p; dans K,. Les p; étant les seuls
nombres premiers ramifiés dans K, et leurs indices de ramification e; étant
premiers a p;, la différente ¢ de K, sur Q est:

o= I Il »3*

1<j<m, ISUSQJ‘

Le déterminant D,, de K, sur Q, est donc D = Ng ,,(0) et comme

Nk..0 (0;,) = p’; on obtient:
D= [[ plieiti

1<j<m,

qui s’écrit également:

D=1 I e,

1<i<r m;_;<jsm;

Sim;_ | <j=m, alors e; = p"~""1 d’aprés la proposition 1.2 et comme

e;f;g; = p', on obtient le résultat annoncé.

Supposons maintenant p impair et u, == 2.

Dans ce cas u, et [ sont liés par la relation u, = r — [ + 2. On notera
toujours D le discriminant de K, sur Q et on introduit la décomposition

0 = 0¢dy ... 0,,, de la différente de K, sur Q, en idéaux: dy, 4, ... 0

soit une puissance de p;. D s’écrira alors D = DyD, ... D,, . Le calcul de
DD, ... D, seffectue comme dans la démonstration précédente. Pour
calculer D, on introduit la différente 6" de Q2 (,) sur K, décomposée de la
méme fagon en &' = §¢d; ... 8, et D" = DyD; ... D,, le discriminant de
Q (n,) sur Q.

La formule de transitivité sur les différentes donne:

DI() - NQ("r)/Q (5056) = N.Q(nr)/Q (52))NKr/Q (559('”):“])

mps>

tels que Dy = Nk o (0,) soit une puissance de p et tels que D; = Ng 0 (9))

s i
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o (nr)

D/(/) = NQ(n,)/Q((SE)) Do 7

%‘% .
i d’ou

' Caleul de Nogyy 10 (50):

Soient A et A, les anneaux d’entiers respectifs de K, et Q (n,) et soit pA
= [l vp;la décomposition de p4 dans K, et f le degré résiduel de p

1=v=yg

dans K,. Soient:

pde = ] p, la décomposition de p,4, dans Q () et /7 le degré
1=v' =g’
résiduel de p, dans Q (n,). L’indice de ramification e de p dans K, est p’
~ (proposition 11.2) et puisque Iindice de ramification ee’ de p dans Q (n,)
est @ (p7) = (p—1)p"~'"!, on a donc ¢ = p — 1 et ¢ est premier a p.
- On en déduit que: |

—l+1

/ p—2
50 = H puv’
1<v<g
1Svlsg/

et comme Ng, y/0 (Ppy) = pf, on aura donc:

(p—2)p(ny)
4 . ’ ’ __2) _ ( _1) r—l+1
NQ(nr)/Q (60) = Pﬂr 99'(p = pPmF

1
~ D’autre part on a D, = p®U"" (r_’” B 5'—_1) d’ou I’égalité:

" (p—2)p(ny) @(nr)

p(p(n,-)(r—l+2—})j—1) — p(p—l)pl"—H-lDO pr

dont on extrait la valeur de D,.

Dans le cas p = 2 et u, = 2; gardant les mémes notations on a ¢ = 1
et 5, = 1. On utilise alors comme précédemment la valeur D, = 2°0'7),

Supposons maintenant p = 2 et u, = 3:

~ On garde les mémes notations que précédemment. On a cette fois: u, = r
— [ 4+ 3 et I'indice de ramification ee’ de 2 dans Q (n,) est maintenant
27712 ol ¢ = 2. &, ne peut donc étre obtenue comme précédemment.
On introduit un corps £ compris entre K, et Q (n,) de la fagon suivante:
reprenant les notations introduites dans la proposition 1.3 bis posons:

Ao

h=ag Ta, et S ={h1}.

h est d’ordre 2, S est donc un sous-groupe de G (n,). Dans le cas ou / = 1,
c’est-a-dire u, = r + 2, il apparait immédiatement que S est inclus dans S..
Si [ =2, c’est-a-dire si 3 =u, =r + 1 on constate que:




a/
(2—1_0—1 +‘1>cx0 = 0(2") et qu’il existe donc un entier f tel que:

oy )
F‘l‘l d0+2/))=p1—1.
D’ou

%o
-1

b= (iag ) oaged?
qui montre que S est inclus dans S,. E désigne le corps fixe de S, E contient
donc K.

n
Le groupe d’inertie de 2 dans Q (n,) est T(nr, 51%), le groupe d’inertie

nr ol r
de p,,, sur E sera donc T(n,, E“—r> NS = S. p, nest donc pas ramifié¢ dans
E et la différente de E sur K, est premiére avec 2.

Si D’ est le discriminant de E sur Q, et D(; la plus grande puissance de 2

divisant D’, on aura alors:
¢ (nr)
2r+1

D:) = NE/Q (50) - NE/K,(DO) = Do

Il reste & calculer D,. Pour cela introduisons Ay I’anneau des entiers
de E et & une racine primitive (n,)e™e de 1. A partir de I’égalité: {2 = — &**!
+ (E4E") &, on constate par récurrence sur ¢ que &' peut toujours se mettre
sous la forme a + b¢, avec a et b dans Ay, Comme {1, ¢, ... o071}
est une base des entiers de Q (n,) sur Z, on en déduit que { 1, £ } est une
base des entiers de Q (n,) sur Az Le polynome X? — (E4+&") X + &b+
est le polynome minimal de & sur E et la différente 6” de Q (n,) sur E sera
donc I'idéal engendré par & — &P,

La formule de transitivité sur les différentes appliquée entre Q, E et
Q@ (n,) va donner:

D" = D'PIEIN G 10(8") = D'? N0 (8")

1

Pour obtenir la valeur de Ny, y,0 (6”), montrons que E"~1 est une racine

primitive (2"~ " ?)eme de 1. En effet:

n .
he T<n,, %) donch — 1 = O< ’ ) et d’autre part, 4 étant premier a 2,

Ur

onah —1=:0(2).
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| Mais & — 1 % 0(4), sinon A appartiendrait a T(n,, Z—u—r—_—2> et ce sous-

 groupe est engendré par do.

On a donc finalement

n, n,
h - 1 - 0 2r—l+2 et h - 1 $ 0 2r—l+1

On en déduit que

NQ(zr—l+2)/Q(1 - éh.—l) S5

et
@(nr)
* Sr—l+1

1 Nowmno (6") = 22r

~ Comme Dy est égal a 2°(" =12 on en déduit les égalités:

o(nr) o(nr) ¢(nr)
-1+1 r r—1l+1
— DO # @ 22

20 (r=1+2) _ pr2 22’

- D’ol 'on déduit la valeur de D,,.

: ProrosITION I1.4.

] Le discriminant de K,, extension cyclique de degré p" sur Q,
, ' ne dépend que de la suite de corps cyclotomiques associée a K.
‘ ' Réciproquement, si deux extensions cycliques de degré p, sur Q, ont
| méme discriminant sur 0, alors leurs suites de corps cyclotoniiques
- | sont égales.

C’est une conséquence de la proposition 11.3.

Précisons pour la réciproque, que si K, est une extension cyclique de degré
p"sur Q (p premier, par exemple) et si 'on connait son discriminant D
sur Q, alors les nombres premiers divisant n, sont exactement ceux qui
divisent D. L’exposant de p; dans la décomposition de D en facteurs pre-
miers n’est pas divisible par p’ si et seulement si j = m; c’est-a-dire si et
¢ seulement si p ; divise n;. Ceci permet de préciser quels sont les diviseurs de

n; distincts de p. Si p ne divise pas D, on a u, = C et alors tous les u; sont
g r—I1l+1 _

nuls. Si p divise D, et comme (r—[+2)p " '*! — p———l— — 1 est
0
| premier a p, on obtient, & partir de la valeur de I'exposant de p dans la
décomposition de D, la valeur de I, donc la suite (u;)_—;_,.
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