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Chapitre III

BASES D'ENTIERS

III. 1. Rappels

Bases d'entiers normales

Soit K une extension abélienne de Q. On dit qu'un élément 9 de K
engendre une base normale des entiers de K si l'anneau des entiers de K
admet pour base, sur Z, l'ensemble des conjugués de 6.

Si K possède une base d'entiers normale, engendrée par 9, alors :

— Tout sous-corps L de K possède également une base d'entiers normale
engendrée par TrKjL (9).

En effet, tout entier x de L, s'écrit:

x J] ^ (0), appartenant à Z.
a e G (K/q)

Puisque x est invariant par tout L-automorphisme de K, alors Xa Xa,

pour tous a et g' situés dans la même classe modulo G(k/l)-
— La trace de 9 sur Q est égale à + 1.

En effet Z n'a pas d'autre base d'entiers que { 1 } ou { — 1 }.

Corps cyclotomiques

Ç étant une racine primitive neme de 1, on notera <Pn (Z) le 7?emepolynome

cyclotomique, c'est-à-dire le polynome minimal de £ sur Q. On rappelle
qu'on a la relation: X" — 1 *= $k (Z).

k\n

Si 77 p\x... pumm est la décomposition de n en facteurs premiers, on a:

([6] chapitre 8).

III.2. Bases d'entiers dans les corps cyclotomiques

Lemme III. 1.

Soit d un entier sans facteur carré et £ une racine primitive deme

de 1. On a alors TrQ(d)/0 (£) (— l)m, m étant le nombre de facteurs

premiers de d.



Xd - 1

On peut raisonner par récurrence sur m, en utilisant :
j-| (pk
k\d
kïd

Pour tout diviseur k de dsoitmk le nombre de facteurs premiers de

D'après l'hypothèse de récurrence, les <Pk sont de la forme:

et n sem f°rme-
k\d
kïd

xv(d)-d _ sX<Hd)-d-i+ _ avec s £ (-l)mfc.
k\d

k + d

Comme le nombre de diviseurs k de d, possédant mk facteurs premiers est

Ck, on aura donc:

5= X (-iyci
0 < j < m — 1

<Pd sera donc de la forme:

X<P(d) _ 1 -j-

Lemme III.2.

Soient n et d deux entiers tels que d soit sans facteur carré et

premier avec n. Soit £ une racine primitive (nd)eme de 1. Soient F
l'ensemble des racines primitives (nd)eme de 1 et F" l'ensemble des

tels que: 0 ^b < (p (nd) et PGCD (b, n) A 1.

Alors le module engendré sur Z par F U F" est l'anneau des

entiers de Q (nd).

Comme { 1, Ç, £2?..., ^(nd)-i j eS£ une base l'anneau des entiers de

Q (nd), il suffit de montrer que si c est premier avec n et non premier avec d,

alors £c appartient au module engendré par F.
nd

Soit v PGCD (c, d). £v est une racine primitive veme de 1 et v est sans
facteur carré. D'après le lemme III. 1, on a la relation:

ndk ndk

+ 1 £ d'où: <f ± X ç~+c
0 <k<v 0 <k<v
PGCD (k,v) 1 PGCD (k,v) 1
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On vérifie que h c et nd sont premiers entre eux, c'est-à-dire que les
v

ndk
+ c

V

Ç appartiennent à F.

Lemme III.3.

Q (d) possède une base d'entiers normale si et seulement si d
est sans facteur carré.

En effet si d est sans facteur carré, alors d'après le lemme III.2, appliqué
à n 1, les conjugués de £, racine primitive deme de 1, engendrent l'anneau
des entiers de Q (d). Comme ils sont en nombre égal à [ß (d): Q], ils forment
donc une base de l'anneau des entiers de Q (d). Réciproquement soit p un
nombre premier et £ une racine primitive (p2)eme de 1. Comme $p2 (X)

<Pp(Xp), on a Trmp2)jQ(0 0. D'autre part:

TrQ(P2)/Q (^P) ~ P n^rQ(p)IQ (^P) ~ ~P
et la trace de toute racine (/>2)eme de 1, non primitive, est multiple de p.
Ainsi la trace de tout entier de Q (p2) est multiple de p, donc ne peut être

égale à 1. Q (p2) n'a pas de base d'entiers normale, non plus que tout
surcorps de Q (p2). En particulier Q (d) n'a pas de base d'entiers normale si d
possède un facteur carré.

III.3. Conditions pour qu'une extension abélienne de Q
POSSÈDE UNE BASE D'ENTIERS NORMALE

Notation : Si K est une extension cyclique sur g, 9 un élément de K,
a un automorphisme de K, t un entier positif, B (9, er, t) désignera
l'ensemble des t premiers conjugués successifs de 9 par a, c'est-
à-dire :

5(0,(7,0 { 0^(0), 0 ^ k < t}

Proposition III. 1.

Soit Kr une extension cyclique de degré pr sur Q (p premier).
Soit Q (nr) le plus petit corps cyclotomique contenant Kr. On suppose

que ur est différent de 0, que £ est une racine primitive (wr)eme de
1 et Br_x est une base de l'anneau des entiers de Kr_x. Soient 9

Yj et g un générateur de G (KrjQ).
se Sr
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