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5. SOMMES DE CARRES

Avant d’exposer, dans le cas des bicarrés et dans celui des cubes, le
principe des méthodes élémentaires, puis de donner une démonstration
simple du théoréme de Hilbert, nous tenons a rappeler trés briévement
quelques résultats essentiels sur les sommes de carrés.

Le résultat essentiel sur les sommes de 2 carrés, énoncé en 1625 par
Girard puis un peu plus tard par Fermat, démontré en 1749 par Euler,
est le suivant: N est somme de 2 carrés si et seulement si les nombres
premiers de la forme 4n + 3 qui figurent dans sa décomposition y figurent
avec un exposant pair — en autres termes, si N est le produit d’un carré
par un entier compos€¢ uniquement avec des facteurs premiers 2 ou de la
forme 4n + 1. On notera que les sommes de 2 carrés forment une suite
de densité asymptotique nulle (la densité jusqu’a x est équivalente a
1/Log x).

Par souci d’ordre, énongons le théoréme de Lagrange: tout N (positif
ou nul) est somme de 4 carrés (positifs ou nuls). On en trouvera un peu ¢
partout des démonstrations trés nombreuses et plus ou moins variées...

Le probléme de déterminer les sommes de 3 carrés est beaucoup plus
difficile que les précédents. Il est en liaison trés étroite avec la théorie des
formes quadratiques binaires. Legendre, en 1798, puis. Gauss, en 1801, ont
¢tabli le résultat suivant: N est somme de 3 carrés si et seulement si il
n’est pas de la forme 4* (8n+7).

On remarquera pour terminer que le résultat sur les nombres triangu-
laires est un corollaire immédiat du théoréme des 3 carrés. En effet

1 b(b+1 1
a(a+)+ (+)+C(C+)
2 2 2
< #£8m+3 =2a+1)* +2b+1)* + (2c+1)?

et les entiers de la forme 8m + 3 sont bien sommes de 3 carrés (impairs,
pour de banales raisons de congruences modulo 8).

6. SOMMES DE BICARRES

Nous allons rapporter la méthode de Liouville, puis nous indiquerons
ensuite trés sommairement comment la majoration obtenue peut étre
améliorée en conservant les méthodes €lémentaires.
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