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5. RESULTATS PROPRES AU CAS p = 2 ET e PAIR

5.1. Théoréme

Si e est pair, toute unité de A, est somme de deux carrés dans A, c’est-d-
dire qu’on a V = V,. De plus on a t (A) = 3.

La premiére assertion de ce théoréeme résulte de la proposition (3.1.)
puisque 6 (1) > e équivaut a 6 (u) > e+ 1. Soit ue U, et soit n e N tel que
x = un” appartienne a A,. Sin > e, 1 —x est somme de deux carrés dans 4.
On a s (4) = 2, donc x est somme de trois carrés dans 4. Si n < e, alors n
est pair (cf. proposition 3.1.): si on pose n = 2m et u = a®> + bn’™® avec
a,be U on obtient: x = (an™)? + bn’®*2™; ce résultat implique & (1)
+ 2m > e+ 1. Pour tout ze U, on a:

x = (z4+an™? — (22 =br*" 3™ 4 2qz7™) .

On en conclut que z* — br*™* %™ 4 2gzn™ est somme de deux carrés d’en-
tiers, donc que x est somme de trois carrés dans 4. On a ainsi montré que
t (A) < 3. L’égalité ¢ (4) = 3 résultera des propositions qui suivent et qui
concernent respectivement les cas § (—1) = 2¢, (5.2.), 0 (—1) < 2e¢, (5.3.) et
o(—1)> 2e, (54.).

5.2. Proposition

On suppose e pair et 0 (—1) = 2e. Alors:

1. Pour qu’un entier soit somme de deux carrés dans A, il faut que sa
valuation soit paire ;

2. Soitue U tel que d (u) < e (u¢lV) ; le plus petit entier pair 2k tel que
un** appartienne a A, est e+1—6 (u); le plus petit entier pair 2l tel que

urn®! soit somme de deux carrés dans A est 2 (e— 96 (u)).

L’assertion 1. résulte du fait que Iextension K (i)/K (i*= —1) est non

ramifiée et de la proposition (1.2.): un élément de K est somme de deux
carrés dans K si et seulement si c’est une norme de K (i), c’est-a-dire un

élément de U . K2,
2. La premiére assertion est un corollaire de la proposition (3.1.). Soit

2! le plus petit naturel tel que un®! soit somme de deux carrés d’entiers. 1l
existe a, b, ¢, de U tels que:
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un? = a® + b2 = (cnh)? + dm2l+o
Ce qui donne:
—1 = a 2 {(b+cn")? — dn**o®™ — 2bcent} .

La derniére assertion de la proposition (1.3.2.) permet d’affirmer que
20 + 8 (u) > e+1, cest-a-dire I > e— 0 (u). Reste a prouver que urn?~ ")
est somme de deux carrés d’entiers. Si on pose 2 = en®et —1 = v* + wr?®
avec &, v, we U, on a pour tout xe U:

unZ(e—é(u)) — (x+cne—5(u))2 + vaZ + ane—é(u) _ 2cxne—5(u) + X2W7'Eze )

On applique le lemme de Hensel (1.1.) au polyndme
f(X) = wr*® X? —ecX +d

en construisant la suite dont le premier terme est de ~'c ™. 1l existe donc
u'eUtel que f(u') =0etona

unZ(e—é(u)) — (u/ +cne—5(u))2 +v2u/2 .

5.2.1. Exemple numérique. L’exemple le plus simple dans ce cas est celui
du corps Q, (\/ ?_’) pour lequel on a les propriétés suivantes:

a) Ona —1 = 3—4 =27-28 = (3./3)* + 2/ —7)?

b) Une uniformisante de ce corps est = = 3 + \/g dont le polyndme
irréductible sur Q, est X*—6X+6. Avec les notations de (1.1.) ona (U : V)
= 2 et un représentant de la classe non triviale de U modulo V est par

exemple 1 + n. Pour cette unité on a 6 (1 +7) = 1 et on peut écrire les rela-
tions suivantes:

ur? = (1+n)n? =147 —(1-7n°) = 1—-n)? — (1 =21n—7%
avec n° = 30m — 36. On en déduit
(L+mn® = (24/3)? - [37-321] = 2—/3)? + (59-32./3).
Or, on constate facilement que 59 — 32\/ 3= (2+8\/ 5)2 — 135, c’est-a-dire
en définitive '
A+mn? = 2—-./3)% + (2+8/3)* + 3/ —15)*.
Ceci étant, utilisons les notations de la démonstration de 5.2.: on a: —1

= v + n**w avec v = \/g et w=—(3(1-n))"% et 2= en® avec
[3(-D]""

Le polyndme f(X') considéré en 5.2. est donc:

JX) = —n(3(1-n)*X* —B(—-1)"'X +1.
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En effectuant le changement de variable X; = —(3 (z—1))”"' X on obtient
f(X)=0¢(X,)= —nX?+ X, + 1 dont le discriminant est

I +4n =13 + 4/3 = 1+2/3)? = (=5+20).
La racine de ce polyndme qui est une unité est:
x; =1—-n[3x-D]*.
La racine de f(X) qui est une unité est
x =3 —2m.

En fin de compte, on obtient pour n* (1+7n) la représentation comme
somme de deux carrés d’entiers:

n*(1+n) = [3-2n+n]* + 3(3—2n)*
= 3-n)?[14+ (3-2n)7].

5.3. Proposition

On suppose e pair et § (—1) < 2e. Soit u une unité de A.

1. Siu est somme de deux carrés dans K on a les propriétés suivantes :

2K+ 1 gppartienne a A, est

a) le plus petit entier impair 2k+1 tel que un
et+1;

b) si  est somme de deux carrés dans K, le plus petit entier impair 21+ 1 tel
que un*'*t soit somme de deux carrés dans A est 5 (—1);

2m+1

c) si m n’est pas somme de deux carrés dans K, un est somme de trois

carrés dans A et pas moins quel que soit le nombre impair 2m+1 > e+1;

d) le plus petit entier pair 2n tel que un®" appartienne a A, est max [0, e +1
—o (W],
e) sid(—1) + 6 (u) < 2e, le plus petit entier pair 2r tel que un®* soit somme

de deux carrés dans A est 6 (—1) — 6 (u); si au contraire 6 (—1) + 6 (u)
> 2e, le plus petit entier pair 2s tel que un®> soit somme de deux carrés

dans A est 2 max [0, e—§ (u)].

2. Siun’est pas somme de deux carrés dans K, on a les propriétés sui-
vantes : ‘

f) le plus petit entier k tel que un* appartienne @ A, est e
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g) si m est somme de deux carrés dans K, alors pour tout | > e, un’ est somme
de trois carrés dans A, mais non de deux ;

h) si m n’est pas somme de deux carrés dans K, le plus petit entier impair
2m+1 tel que un®*! soit somme de deux carrés dans A est 6 (—1);
pour tout entier pair 2n > e, un*" est somme de trois carrés dans A mais
non de deux.

1. L’assertion a) résulte de la proposition (3.1.). En ce qui concerne b),
si 7 est somme de deux carrés dans K, il en est de méme de un®/ " pour tout
naturel j. Si 2/+1 est le plus petit entier impair tel que un*'*! soit somme
de deux carrés dans A, il existe ae U, be A tels que un®'*' = a® + b?,

~etona —1=a?{b*~ur**'}; on en conclut que 2/+1 =45(—1) a
I’aide de la proposition (1.4.). Si 7 n’est pas somme de deux carrés dans K,
il en est de méme de un?*/ *! pour tout naturel j. On applique le théoréme 5.1.
Ceci démontre ¢). d) Sid (u) >eonaueVetiln’yarien a démontrer. Si
0 (u) < e on peut écrire u = a* + bn®™. Si 2n est le plus petit entier pair
cherché on a 2n + 6 (u) = e+1 d’aprés la proposition (3.1.). €) Si on a
0 (1) > e, c’est-a-dire u eV, il n’y a rien & démontrer. On supposera donc
0 (u) < e. Si2n est 'entier minimum cherché il existe a, b, ¢, d € U tels que:
u=a + bn’™ = (*+d*)n"*" et on a:

__1 — C—Z {(d_{_a,nn)z . bn&(u)+2n . 2adn" _ 2 Zn}

Sid(u) +2n<e+n onad(+ 2n=275(—1)avec I'inégalité 6 (—1)
+ 0 (u) < 2e.

S1 0 (u) +2n>e+n, on a etn <5(—1), donc 2n >2 (e—45 (n)) et
O (= 1) + & (u) > 2e. 1l suffit donc de montrer que un?© ™™ est somme de
deux carrés d’entiers. Or pour tout ye U on a:

unZ(e—&(u)) — (y+ane—6(u))2 _ y2 + bTCZe—é(u) _ 2ayne—5(u)
—1 =v*+ wr’™D) (pour unv et un we U).

de la:
Ur @) = (p pantT O g 22 4 ypy2d- D)
— 2ayn®°® 4 pp2eé®

- Pour que un?©™°™ soit somme de deux carrés dans 4 il suffit que le poly-
- nome f(Y) = wa?mDHW=2ey2 _ on=euy 4 b ait un zéro y e U. Mais
~ on peut supposer 6 () + 6 (—1) > 2e car si 6 (—1) + 6 (u) = 2 on a évi-
~ demment 2n = 2 (e—§ (u)). Cela étant, le lemme de Hensel s’applique 2

f (Y) et prouve que ce polyndme admet un zéro y congru  bn®/2a modulo B.

4
|
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2. L’assertion f) est encore un corollaire de la proposition (3.1.). Si «
est somme de deux carrés dans K, quel que soit j € N, un’/ n’est pas somme
de deux carrés dans K. On applique le théoréme (5.1.) pour terminer la
démonstration de g). h) Si 7 n’est pas somme de deux carrés dans K, alors

2J*1 est somme de deux carrés dans K puisque (K : NK(i)/K(K (1)) = 2.
Si 2m+ 1 est I’entier impair minimum cherché il existe a, b, ¢, d € U tels que

um

CZ + d2 — a2n2m+1 + bn2m+1+6(u)

etona —1=c?{d?—a’n®" " —bn?" 1T et 5(—1) =2m+1. La
dernicre assertion se démontre comme I’assertion c) ci-dessus.

5.3.1. Exemple numérigue. Le polyndbme X4 — 2X + 2e Z, [X] est
un polyndme d’Fisenstein, donc irréductible sur Z,. Si « est une racine de
ce polynome dans une cléture algébrique de Q,, alors K = Q, (7) est une
extension totalement ramifiée de degré 4 de Q, dont 7 est une uniformi-
sante. Dans I'anneau A des entiers de K on a:

—1 = (1 +7*)?* = 22 (1 +n).

Ceci implique que 6 (—1) = 5. Avec les notations de la proposition ci-

1 += -1
dessus on a: v = 1+7%, w = et ¢ = 1T Remarquons que
— 7 — 7

T
I’'unité 1 — 7 est somme de deux carrés dans K puisque 1 — 7 = = Un

systéme de représentants de U modulo V est par exemple
{(L1-n1-7*(1-n)(1-7"}.

Remarquons encore, puisque tout élément de V' est somme de deux
carrés dans A et puisqu’il existe des unités de 4 qui ne sont pas somme de
deux carrés dans K, que 1—=> n’est pas somme de deux carrés dans K.
Pour simplifier les notations posons u; = 1—=n et u, = 1—=n>. On obtient
ainsi: uyn® = n°—n® = —2(1+7*) qui est somme de deux carrés d’en-
tiers. Ceci illustre les assertions a) et b) de la premiére partie de la propo-
sition 54.carona d(—1) =e+1 = 5.

Passons & I’étude de u, = 1—n>. D’aprés ce qu’on a dit plus haut u,
n’est pas somme de deux carrés dans K. Par suite n°u, = n*—n’ est somme
de trois carrés dans A et pas moins. En effet on obtient u,n* = n*—n’
= —242n—n" =1+ (1+2n—n"—4) etona l+2n—n'—4eV,.
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5.4. Proposition

On suppose e pair et 6 (—1) = + 0, (—1 ef(z). Soit ue U. Alors:

1. Le plus petit entier pair 2k tel que un** appartienne & A, est max
{0, e+1—38(u)}; le plus petit entier pair 21 tel que un®' soit somme de deux
carrés dans A est 2 max { 0, e—0 (u) }.

2m+1 gppartienne @ A,

soit somme de deux

2. Le plus petit entier impair 2m~+1 tel que un
est e+ 1 ; le plus petit entier impair 2n+1 tel que un®"*1
carrés dans A est 2e+1.

On remarque que tout élément de 4 est somme de deux carrés dans K.
Ceci étant, la premiére assertion de 1) résulte de la proposition (3.1.) et la
seconde se démontre comme la derniére assertion de la proposition (5.3.).
2) La premiére assertion résulte encore de la proposition (3.1.). En ce qui
concerne la derniére assertion il existe (a, b) € Ux 4 tel que: —1 = (a~'b)?
. -2 2n+1

a “un .

La proposition (1.4.) permet d’affirmer que 2n+1 >2e+1 et que

2e+1 convient.

5.4.1. Exemple numérique. Le polyndme X° — 2X3 + 4X + 2 est un
polyndme d’Eisenstein. Si 7 est une racine de ce polyndme dans une cldoture
algébrique de Q,, le corps K = @, (n) est totalement ramifié sur Q, et
admet 7 pour uniformisante. De plus dans ’anneau 4 des entiers de K on a
I’égalité:

—1 = (1 -=7%? + 4n,

c’est-a-dire que —1 est un carré dans K. On a par ailleurs (U : V) = 8
et un systeme de représentants de U modulo V est par exemple:

{Ll+n,147%147°, (A +n) (1 +7°), (1 +n) (1 +7°), (1 +7°) (1 +7%),
(14+n)(1+7(1+7°)}.
A titre d’exemple, on a:
(1 +7t3) pet1-8(1+n3) _ (1+7z3)7c4 _ (1+n4) —(1 —77:7)
= (1+7%)? — (1 +2n —2r% —21%)
cet entier est somme de trois carrés de A et pas moins. Par contre, on a:

(1+73)n® = n8+7° = —[1=7° + (=1—4m), qui est somme de deux
carrés de A.
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