Objekttyp: ReferencelList

Zeitschrift:  L'Enseignement Mathématique

Band (Jahr): 21 (1975)

Heft 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

PDF erstellt am: 04.06.2024

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte an
den Inhalten der Zeitschriften. Die Rechte liegen in der Regel bei den Herausgebern.

Die auf der Plattform e-periodica vero6ffentlichten Dokumente stehen fir nicht-kommerzielle Zwecke in
Lehre und Forschung sowie fiir die private Nutzung frei zur Verfiigung. Einzelne Dateien oder
Ausdrucke aus diesem Angebot kbnnen zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und den
korrekten Herkunftsbezeichnungen weitergegeben werden.

Das Veroffentlichen von Bildern in Print- und Online-Publikationen ist nur mit vorheriger Genehmigung
der Rechteinhaber erlaubt. Die systematische Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots
auf anderen Servern bedarf ebenfalls des schriftlichen Einverstandnisses der Rechteinhaber.

Haftungsausschluss

Alle Angaben erfolgen ohne Gewabhr fir Vollstandigkeit oder Richtigkeit. Es wird keine Haftung
Ubernommen fiir Schaden durch die Verwendung von Informationen aus diesem Online-Angebot oder
durch das Fehlen von Informationen. Dies gilt auch fur Inhalte Dritter, die tUber dieses Angebot
zuganglich sind.

Ein Dienst der ETH-Bibliothek
ETH Zirich, Ramistrasse 101, 8092 Zirich, Schweiz, www.library.ethz.ch

http://www.e-periodica.ch



66 —

divisor of exponential polynomials f and g, then the set of zeros of h is all but
at most finitely many of the common zeros of f and g. We have shown this to
be the case if at least one of fand g is a simple exponential sum.

We see that a natural formulation of the Shapiro problem is: If f and g
are exponential polynomials, is it the case that there exists an exponential
polynomial h, the set of zeros of which is exactly the set of common zeros -
of fand g?

We recall that it is not, without qualification, the case that if every
zero of feE "’ 1s a zero of geE ' then f divides g in the ring E ’; for example
(1 —€7)/z 1s not an element of E ’ (its set of integer zeros in not a finite union
of arithmetic progressions). Equivalently, it follows that if II/“, (e*/*' +1)
divides an exponential polynomial g (z) in the ring £’ for all m = 1, 2, ...
then 1 — €% divides g (z) in E .

The ideas we have mentioned attack an apparently analytic problem by
essentially algebraic methods. Indeed, in a sense, “approximate” methods
appear doomed to failure by virtue of the following proposition mentioned
to the authors by H. L. Montgomery:

PROPOSITION 3. Let p(r) be any positive-real-valued function decreasing
to 0 as r — o0. Then there exist exponential polynomials f, g such that for
every vy > 0 there is an v > 1y, and a zeC with r, < Izl < 1 such that

0<|f(2-g@]| <.

Proof. Define an increasing sequence {n,} of integers by n, = 0 and
Hipy — np > — log (p(2")/2n)/log 2 and write o« = Y2, (—1)'2 " "
Let f(z) =1 —¢e*# and g(z) =1 — ™%, and write z, = 2"
1=0,1,2,.... Then f(z) =0 and 0<|g(z)]| =11 — &™=
= 2| sin nocz,l < u(2™), as required. One notices that f (z), g (z) have
the property that there are infinitely many pairs z, z’, with f(z)) = 0,
gz)=0and |z, —z,| <2u(z])

b
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