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(2) Le théoréme des fonctions réciproques

Dans ce numéro, on désigne par k le corps des nombres réels ou le corps
des nombres complexes.

Si k est égal & C, indéfiniment dérivable signifie donc holomorphe
(chap. I, § 1, proposition 1, corollaire 1).

TutorEME 1 (Fonctions réciproques). Soient U et V deux ensembles
ouverts de k" et scit u une application indéfiniment dérivable de U dans V.
On suppose que la dérivée de u au point & est bijective. L application u
est alors un difféomorphisme d’un voisinage de & sur un voisinage de u ().

Par des changements lin€aires affines de coordonnées, on peut supposer
que & et u (&) coincident avec I’origine et que la dérivée Du (0) est I'identité.
L’application v de U dans k" définie par

v(x) =u(x) —x

est indéfiniment dérivable et a une dérivée nulle a I’origine. Par continuité,
il existe donc un cube C (0, r) relativement compact dans U tel que Du (x)
soit bijective et tel que

{Dv(x)l<-}n

pour tout point x de C(0,r) (la norme de Dv (x) est par définition le
maximum des modules des dérivées partielles de v au point x). Le théo-
réme des accroissements finis montre que I’on a

”

lv(x) —v(x")] < %lx’ — X

et par conséquent

|x" —x"|

() — ()=

pour tout couple (x’, x") de points de C (0, r). En particulier, la restriction
de u & C(0, r) est injective. Par récurrence sur I’entier k, on définit une

application continue de C (0, §> dans C (0, r) en posant

wo(¥) = 0 et w1 (y) =y —v(Wk(}’))-
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Il résulte de ce qui précéde que I'on a

| Wer 1 () = w, (W) | = I'U(Wk(J’)) _"U(Wk—1(}’))|

1
<‘2*|Wk(}’) — w1 (V] < 5k -

Par conséquent la suite (w,),n converge uniformément vers une appli-
cation continue (holomorphe dans le cas complexe, chap. I, § 1, proposi-

r _
tion 1, corollaire 3) w de C <0, §> dans C (0, r) et 'on a & la limite

w() =y —v(w().
En particulier, ’application w prend ses valeurs dans C (0, r). Posons

Vo= c(o,-;-) et U =CO,nnu (V).

Pour tout point y de V', on a
u(w®) =w® +o(w®) =»,

en particulier, 'application w envoie V' dans U’. D’autre part, puisque u est
injective sur V', on a

w(u(x) = x

pour tout point x de U’. Ceci montre que u est un homéomorphisme de
U’ sur V' et que w est ’homéomorphisme réciproque. 1l reste a voir que w
est indéfiniment dérivable.

Pour tout couple (x', x) de points de U’, on peut écrire

u(x') —u(x) = Du(x)(x'—x) + h(x',x)|x" — x|

ol & ( , x) est une fonction qui tend vers 0 lorsque x’ tend vers x. Pour tout
couple (y, y') de points de V', on a donc

w() —w®) = Du(w®)™ ' (' )
+ Du(w») th(w) W) [ w(G) —w() |
I1 résulte d’autre part des inégalités ci-dessus que 'on a

h(w 0D, w0) _ ) h(wB).w0)
ly' =yl T Iw(p) = w®)

ce qui montre que w est dérivable au point y et que sa dérivée est
Du (w (y))“l. Comme cette derniére application est continue, on voit que w
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est continfiment dérivable, puis, par récurrence, qu’elle est indéfiniment
dérivable.

THEOREME 2 (Théoréme du rang). Soient U et V deux ensembles
ouverts de K" et K™ respectivement et soit u une application indéfiniment
dérivable de U dans V. On suppose que le rang de u est constant égal a p
sur U. Pour tout point & de U, il existe un difféomorphisme ¢ d’un voisi-
nage U’ de [’origine dans K" sur un voisinage de & dans U et un difféo-
morphisme W d’un voisinage de u (&) dans V sur un voisinage V' de
l’origine dans k™ tels que

Wu)(xg, .y %) = (X15...,%,,0,...,0)

pour tout point (x4, ..., x,) de U’.
Par des changements linéaires affines de coordonnées, on peut supposer
que & et u (&) coincident avec 'origine et que la dérivée Du (0) est définie par

Du (0) (xq, ..., x,) = (X1, ...,%,,0,...,0).
Désignons par v P'application de U dans k" définie par

D (X1, oo %) = (g (Xgy ees %), coes Up (Xgy e X5 X g5 vees Xy)

ou uy, ..., u, désignent les fonctions coordonnées de u. La dérivée de v a
Porigine est bijective. Quitte a restreindre U, on peut supposer que v est un
difféomorphisme de U sur un cube C (0, ) de k* (théoréme 1). On désigne
par ¢ le difffomorphisme réciproque. Par construction, on a

WD) (g, ooy X)) = (Xgs eees Xy Wop g (K15 eees X)s wens Wiy (X1, vy X))
avec
WJ = 'UJ ‘u- gb

pour tout entier j compris entre p + 1 et m. Le rang de u étant exactement p,
on voit que les fonctions w,, 4, ..., w,, sont indépendantes des variables
X, 15 -5 X, 11 suffit alors de prendre pour ¥ la restriction 4 un voisinage
convenable de l'origine de ’application définie par

')b(yla srey ym)
= (yla seey ypa yp+1 _wp+1(y1> see yp)a veey ym—wm(y1> o 0y yp)) .
COROLLAIRE 1. Soient U et V deux ensembles ouverts de k" et k™

respectivement et soit u une application indéfiniment dérivable de U dans V.
On suppose que le rang de u est égal @ m en un point ¢. Il existe alors un
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voisinage V' de u (&) dans V, un voisinage W de l’origine dans k"™
et un difféomorphisme ¢ de V' X W surun voisinage de & dans U tels que

u = pry-¢

ou pr, désigne la projection canonique de V' X W sur V'.
On remarque que la dérivée de u demeure surjective au voisinage de €.

COROLLAIRE 2. Soient U et V deux ensembles ouverts de k" et k™
respectivement et soit u une application indéfiniment dérivable de U dans V.
On suppose que le rang de u est égal @ n en un point &. 1l existe alors un
voisinage U’ de & dans U, un voisinage W de [’origine dans k™™ " et
un difféomorphisme ¢ d’un voisinage de u (&) dans V sur U' x W tels que

(}5'1! =1UIXO

ou O désigne [’application constante de W sur l’origine de kK™™".
On remarque que la dérivée de u demeure injective au voisinage de €.

THEOREME 3 (Fonctions implicites). Soient U et V deux ensembles
ouverts de K" et K™ respectivement et soit u une application indéfiniment
dérivable de U x V dans k™. On suppose que u envoie le point (&, 1)
sur ’origine et que la dérivée au point n de I’application partielle u (&, ) est
bijective. 1l existe alors un voisinage U' X V' de (&,n) dans U X V et
une application indéfiniment dérivable v de U’ dans V' tels que [’ensemble
des zéros de u dans U’ X V' coincide avec le graphe de v.

La dérivée au point (&, ) de I'application w de U X V dans k* X k™
définie par

w(x,y) = (x,u(x,)

est bijective. Quitte a restreindre U X V, on peut supposer que w est un
difféomorphisme sur un voisinage W de (&, 0) dans k* x k™. On désigne par
¢ 'isomorphisme réciproque et ’'on pose

U ={xeU|(x,0)eW}.

Il suffit alors de prendre pour v (x) la projection de ¢ (x, 0) dans V.

(3) Le théoréeme de Sard

Soient U et V" des ensembles ouverts de R" et R™ respectivement et soit u
une application indéfiniment dérivable de U dans V.
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