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lim P,f = f fiir alle f € Cy (X) |

t—0
im Sinne der gleichmiBigen Konvergenz erfiillt ist. Einer solchen Fellerschen
Halbgruppe sind wir in der klassischen Theorie bereits begegnet: die
Brownsche Halbgruppe ist Fellersch. Jeder der Kerne P, ist dort sogar
Markovsch, erfullt also P,1 = 1.

Eines der Leitmotive fiir die Entwicklung der Theorie der harmonischen
Riume war, iiber Jahre hinweg, die Frage nach der Existenz einer Halb-
gruppe von Kernen auf einem streng harmonischen Raum (X, 5#) derart,
daB, wie in der klassischen Theorie, die exzessiven Funktionen mit den
hyperharmonischen Funktionen > 0 auf X iibereinstimmen. Hyperharmo-
nisch heissen dabei die durch die Mittelwerteigenschalft (fiir regulire Mengen)
definierten nach unten halbstetigen Funktionen. Die Antwort auf diese
Frage ist Ja. Sie wurde durch MEYER [23] fiir Brelotsche und spater durch
BoBOC-CONSTANTINESCU-CORNEA [9] und HANSEN [18], [19] fiir allgemeinere
Typen harmonischer Rdume gegeben: |

2.1. Auf einem streng harmonischen Raum (X, #) existieren stets
ein strikt positives, stetiges, reelles Potential q und eine Fellersche Halbgruppe

: 1
(0)),» o derart, dass deren exzessive Funktionen mit den mit E multiplizierten

nicht-negativen hyperharmonischen Funktionen iibereinstimmen.

Ist die konstante Funktion 1 hyperharmonisch, so fallen die nichi-nega-
tiven hyperharmonischen Funktionen mit den exzessiven Funktionen der neuen
Halbgruppe

1
(14) P.f = th(7f) (f € Co (X))

zusammen.

Man nennt die Halbgruppe (P,) ;o auf Grund ihrer Herkunft auch
quasi-Fellersch.

3. DER saTzZ VON G. FORST

Im Gegensatz zu der dem Resultat 2.1 zugrunde liegenden Fragestellung
ist die umgekehrte Frage nach Eigenschaften einer Halbgruppe (P,) s,
von Kernen auf einem Raum X, welche die Existenz eines Garbendatums
garantieren, so daB (X, #) ein harmonischer Raum und die exzessiven
Funktionen von (P,),>, mit den hyperharmonischen Funktionen > 0
zusammenfallen, neueren Datums. Es sind nur Teilantworten bekannt.
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Jede Teilantwort ist aber von Interesse, da sie erhoffen 148t, dem Problem
der Produktbildung harmonischer Rdume niher zu treten.

Sind nédmlich (P,) ,», und (P;) ,~, Halbgruppen von Kernen auf lokal-
kompakten Rdumen X bzw. X', so liefert die Bildung der Produktmalle

0,((%:x),.) = P.(x,.) ® P{ (x',.)

eine Halbgruppe (Q,) ,», von Kernen auf X x X'. Sind (P,) ;>, und
(P/) ;>0 im Sinne von Satz 2.1 mit harmonischen Strukturen # auf X bzw.
A" auf X' verkniipft und 148t sich mit Hilfe allgemeiner Sétze entscheiden,
ob auch (Q)) ;> zu einer harmonischen Struktur gehort, so liegt es nahe,
diese als ein Produkt der harmonischen Riume (X, #) und (X', #')
zu interpretieren. Zu diesem Problem sind gerade in letzter Zeit Resultate von
U. ScHIRMEIER [28] erzielt worden. Hier geht es uns nur um den Hinweis
auf die grundsitzliche Bedeutung dieser Fragestellung: Wir werden sehen,
daB3 sie selbst unter. stark einschrinkenden Zusatzannahmen zu neuen,
uiberraschenden Beispielen harmonischer Rdume fiihrt.

Es werde jetzt ndmlich vorausgesetzt, daB der lokal-kompakte Grund-
raum eine lokal-kompakte abelsche Gruppe G mit abzihlbarer Basis
ist; ferner sei die gegebene Halbgruppe (P,),-, Fellersch und translations-
invariant, also

Pt(fOT'-—a) = Ta(Ptf)

fiir jede Translation 7, (x) = x + a erfillt (+ > 0,:f Borel-meBbar > 0).
Diese und allein diese Halbgruppen riihren von Faltungshalbgruppen
(4,) +>o von positiven Radon-MaBen auf G her, d.h. es gilt

(15) P f = p*f.
Faltungshalbgruppe heille dabei, dall neben

(16) Usve = Hg* Iy fur s, t >0 *

die Bedingungen

(17) m(@<1 (>0
und |
(18) C lim g, = e
) . t—0 ’ [

(in der vagen Topologie) erfiillt sind.!)

1) g, bezeichnet die Einheitsmasse in 0. Zu diesem und den folgenden Resultaten
iiber Faltungshalbgruppen vom lokalen Typ vergleiche man BErRG-ForsT [7].




Eine solche Faltungshalbgruppe heilit vom lokalen Typ, wenn fur
ihren infinitesimalen Erzeuger 4 mit Definitionsbereich D, <= C, (G) gilt:
ist feD, Null in der Umgebung eines Punktes xeG, so ist f an der
Stelle x gleich Null. Im Fall einer symmetrischen Halbgruppe, wo also jedes
der MaBe p, bei der Spiegelung x +—>—Xx in sich iibergeht, ist dies dquivalent

zum folgenden Verhalten der Fourier-Transformierten u, von u,: es gibt
' A

eine stetige quadratische Form g auf der Charaktergruppe G und eine
Konstante ¢ > 0 mit |

(19) b= e tC*D  firglle t > 0.

Eine wichtige Beantwortung der zu Beginn dieses Abschnittes gestellten
Frage gibt der folgende Satz von FORST [17]:

31. Sei G eine nicht diskrete, lokal-kompakte abelsche Gruppe mit
abzéhlbarer Basis. Ferner sei (11,)>o eine Faltungshalbgruppe von Massen
mit folgenden Eigenschaften :

() (n) ist symmetrisch und vom lokalen Typ ;-
(ii) die Halbgruppe ist transient, d.h. es existiert das Integral

< (f) = of e (f) di

fiir jede Funktion fe Co(G) mit kompaktem Trager;
(i) beziiglich des Haarschen Masses © von G besitzt das Mass x eine
nach unten halbstetige Dichte N, welche auf G\ {0} stetig und reell ist.
Dann existiert ein translationsinvariantes, symmetrisches Garbendatum H
auf G derart, dass (G, #) ein strenger Brelot-Raum und N einin G \ {0}
harmonisches Potential ist.

Aus einem Resultat von BLIEDTNER [8] folgt ferner

3.2. Die nicht-negativen hyperharmonischen Funktionen auf G fallen
mit den exzessiven Funktionen der gegebenen Faltungshalbgruppe zusammen.

Speziell ordnet sich die klassische Potentialtheorie in das Ergebnis von
FORST ein.

Kehren wir nun nochmals zu der eingangs erhobenen Frage nach der
Bildung von Produkten harmonischer Riume zuriick. Man sieht sofort,

daB die Produkthalbgruppe (g, ®u;).», auf G x G’ die Eigenschaften

(i) und (i) besitzt, wenn zwei vorgegebene Faltungshalbgruppen (u,);>o
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und (i4;);>, auf den Gruppen G bzw. G’ diese Eigenschaften be31tzen
Schwierigkeiten bereitet die Eigenschaft (ii1).

Wir werden aber selbst in einem relativ krassen Fall sehen, daB sich auch

die Eigenschaft (iii) durch Zusatzbedingungen erhalten 1a6t. Es wird sich
um den Fall eines unendlichen Produktes handeln. . '

4., HARMONISCHE STRUKTUREN AUF T%®

Wir betrachten die Kreislinie T, also den eindimensionalen Torus. Auf ",

der Charaktergruppe T =17 sind n+> an® mit dem Normierungsfaktor
a>0 simtliche quadratische Formen. Jeder dieser quadratischen Formen

entspricht gemiB (19) eine symmetrische Faltungshalbgruppe () 150

vom lokalen Typ auf T. Dabei hat p, eine stetige Dichte beziiglich des
Haar-MaBes 0 auf 7 (mit zu 1 normierter Gesamtmasse):

(20) ‘ tuat = gatO *

Diese Dichte ist fiir a = 1 der Warmekern

(21) g, (0 =Y e e = 1 4+2Y e cosnf
keZ : n=1 ‘
| 0 -+ 2mk)?
t keZ 4t

(,),>o ist nichts anderes als die Faltungshalbgruppe der Brownschen. |

Bewegung auf T.

Wir betrachten nun auf dem unendlich-dimensionalen Torus 7®

H T,, wobei jedes T} gleich T 1st fiir eine zunéchst belleblg gegebene
Folge sz (@) ken reeller Zahlen ak> 0 die Faltungshalbgruppe ()u,)t>0 -

mit

2 B = @ Hay

" Auf der Charaktergruppe T = Z(“) d.h. auf der direkten Summe von -

abzdhlbar unendlich v1elen Kopien von Z, ergibt sich die Fourier-
Transformierte von ut zZu

©3) o ﬁ“f’<n)=e“’“”’

i




	3. Der satz von G. Forst

