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PROBLEMES DE CAUCHY 9

ou les a;(x) et les B;(x) sont a valeurs réelles. Pour k=1,.,n— 1, soit
y(x) la solution du systéme

yk(x,9 0) = Xk
n—1
a,,yk + 'Zl Otjajyk = 0 .
=
. Y a(y, 1)
Si de plus nous posons #(x) = x,, comme la matrice jacobienne I

admet l'unité pour déterminant en (0, .., 0), nous pouvons utiliser (y,?)
comme nouvelles coordonnées locales; nous obtenons que L + ¢, = (Lt)J,
+ Y(LyWd,, + ¢, est de la forme 3, d’ou le lemme.

CHAPITRE 2: CONSTRUCTION D’UN CONTRE-EXEMPLE

Dans ce chapitre, nous proposons une démonstration du théoréme 1.1.
La méthode utilisée pour obtenir ce résultat est désormais classique; elle a
été mise au point successivement par Cohen [8], Pli§ [18], Hormander [10],
Alinhac-Zuily [3]. Ici, nous suivrons de trés prés la démonstration du théo-
réme 1 d’Alinhac [1] (qui, pour le premier ordre, est un cas particulier du
théoréme 2.2 ci-dessous avec k;, = Oet k, = 1).

La technique consiste a choisir une suite de valeurs positives 8, tendant
vers 0, puis a construire par les méthodes de l'optique géométrique des
fonctions u,, pour ¢(x) voisin de @(x,) + 9., qui soient approximativement
dans le noyau de L + ¢,: c’est ce que nous faisons en 2.2. Puis on ajuste
la taille de ces fonctions afin de pouvoir les recoller pour obtenir une
solution u définie au voisinage de x, et telle que u et a = — (L+c¢y)u/u
soient régulieres: c’est I'opération effectuée en 2.3, les derniéres vérifications
etant reportées en 2.4.

Afin de limiter la complexité de la construction, il convient de choisir un
bon systéme de coordonnées. C’est ce par quoi nous commengons.

2.1. NOUVEAU CHOIX DE COORDONNEES

Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 1.1 et fixons le voisinage Q.
Grace au lemme 1.3, nous pouvons déja trouver des coordonnées locales
(»nt)eR"! x R dans Q (quitte a restreindre ce dernier) telles que
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1. xo = (0, 0)

2. 0(%) — @(xp) = ¢
3. L+cy=0,+ ib(y,t)- d, + ¢(y, t) & un facteur non nul pres.

De plus, en utilisant Phypothése x,€ S, on peut trouver un point
X3 = (y3,0) € Q tel que rg Z(x3) = 3. Nous pouvons alors écrire notre opé-
rateur L + c, sous une forme encore plus précise que celle donnée par le
point 3. ci-dessus, comme le montre le lemme suivant.

LEMME 2.1.  Supposons que L + ¢y = 0, + ib(y, t) - O, + c(y,t) et que
18 L(x3) > 3 pour un point x3€8 = R"™ ! x {0}. Alors, pour tout voi-
sinage Q de x5, il existe un point x,€Q NS, un voisinage ® de X,
et des entiers k, >0 et ky >0 tels que b(y,t) = t*b,(y, 1) et bi(y, 1)
= b:1,0) + *by(y,1) dans ® avec (b1(x;), ba(x,)) linéairement inde-
pendants.

Démonstration. On peut déja supposer que Q est suffisamment petit pour
que le rang de . reste supérieur ou égal 4 3 dans Q n S.

Soit k; =inf{k >0|3IxeQn S:0¢{b(x) # 0}. Alors k, < o0 car
1g Z(x3) = 3. Soit donc x; un point de Q A S tel que 0F b(x;) # 0, et soit
® < Q un voisinage de x, tel que 0¥ b(x) # 0 pour tout xe ® M S. Dans w,
on a b(y, t) = t* by(y, t) avec b,(x) # O si x € S.

Soit maintenant k, = inf{k > 0|3Ixecw  §: 0 by(x) et by(x) soient
linéairement indépendants}. Alors k, < oo car 18 L(x;) = 3. On peut donc
écrire dans , by(y, t) = by(y, 0) + tb,(y, 1) et il existe un point X,e@N S
tel que by(x,) et b,(x,) soient lindairement indépendants.

Ce lemme nous permettra donc de déduire le théoréme 1.1 du théoréme
suivant (que nous démontrerons aux paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4).

THEOREME 2.2. Supposons que L + Co = 0; + ib(y, 1)+ 0, + ¢y, t), que
bR XxR->R"™! ¢f ¢c:R"™! xR C sont des fonctions C*® dans
un voisinage Q de xy, = (y,,0) et qu’il existe des entiers k, > 0 et
k; >0 tels que b(y,t) = %' b,(y, 1) et bi(y, 1) = by(y,0) + ¥ by(y, 1)
dans Q avec (by(xo), by(xo)) linéairement indépendants. Alors il existe un
voisinage ® de x,,ueC®w) et ac C*(w) vérifiant (1.1).

2.2. OPTIQUE GEOMETRIQUE

Nous dirons que w e B®(R” x R ) si w(x, 8) est une fonction continue sur
R" x [0, o, indéfiniment dérivable en x pour 6 > 0 et dont les dérivées
restent bornées quand § tend vers 0.
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