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un sous-groupe libre d’indice fini sur zéro, un ou plusieurs générateurs
(voir [SW], Theorem 7.3 et [BK], Corollary 2.8)7).

6. LE CAS DES ARBRES REELS

Un arbre réel est un espace métrique entre deux points duquel passe un arc
unique, qui est de plus isométrique a un intervalle de R. Ces objets ont €té
introduits par Tits [T3], sous le nom d’«arbres». Nous renvoyons a ’article
original de Tits pour le rdle des arbres réels en algebre, et aux travaux de
Morgan-Shalen [MS], Culler-Morgan [CM] et Paulin [Pl] pour leur rdle en
topologie. Notons qu’un arbre ordinaire peut étre vu comme un arbre réel, en
remplacant chaque aréte par une copie isométrique de I’intervalle [0, 1], et en
prolongeant la métrique d de maniere €vidente.

Une demi-droite (resp. droite) d’un arbre réel X est une image isométrique
de la demi-droite [0, oo[ (resp. la droite R).

On note Isom X le groupe des isométries de ’arbre réel X. La classification
des isométries est encore plus simple que pour un arbre ordinaire (voir [T3],
3.1; [MS], Theorem II.2.3). Les isométries sont de deux types:

— Les isométries qui fixent au moins un point. Il s’agit des isométries
elliptiques, ou rotations.

— Les isométries qui ne fixent aucun point. Il s’agit des isométries
hyperboliques, ou translations. Comme dans le cas des arbres ordinaires, une
telle isométrie g possede une unique droite invariante, appelée axe de g, et le
long de laquelle g agit par translation.

Un bout de ’arbre réel X est un élément de la limite projective

lim TC()(X"- B)

ou B parcourt les parties bornées fermées de X, et m,(X — B) désigne ’espace
des composantes connexes de X — B (voir [CM], §2; [Cl], § 1). Lorsque
Parbre réel X est complet, cette définition équivaut a celle de Tits ([T3], 1.1)
analogue a celle que nous avons donnée au §1 en termes de classes d’équi-
valence de demi-droites #). Si on le désire, on peut avec Tits ne considérer que
des arbres réels complets: en effet la complétion d’un arbre réel est encore un
arbre réel ([MS], Corollary II.1.10).

7y Notons X, Darbre homogéne de degré infini, ou tout sommet a une infinité
Qénombrable de voisins. Soit G un groupe discret opérant transitivement avec stabilisateurs
finis sur Xo. Dans [V1], le second auteur construit des représentations uniformément
bornées non unitarisables de G. L’existence de telles représentations implique la non-

moyennabilité¢ de G. Le corollaire 4 ou le résultat de Bass-Kulkarni donnent la raison de cette
non-moyennabilité.
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PROPOSITION 4. Soient X wun arbre réel, et G un sous-groupe de
Isom X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

() G ne fixe aucun point, aucun bout, et aucune paire de bouts de X;

(1) G contient un sous-groupe libre non abélien qui agit librement et
proprement discontiniiment sur X.

Preuve. (i) = (i) Nous avons pris soin, aux §§1-2, d’écrire la preuve de
I’'implication (i) = (ii) du Théoréme de maniére a ce qu’elle s’adapte mutatis
mutandis au cas des arbres réels. De plus, il est facile de vérifier a la propo-
sition 3 que le groupe libre engendré par deux translations d’axes disjoints agit
proprement discontiniment (voir la preuve de la proposition 3, ou le
lemme 2.6 de [CM]).

(i) = (i) Montrons que, si G fixe un point, un bout ou une paire de bouts
de X, alors G ne peut contenir de groupe libre non abélien agissant librement
sur X. C’est clair si G fixe un point. Si G fixe un bout w, on fait la remarque
suivante: si g, g, sont deux translations dans G, ’intersection de leurs axes
contient une demi-droite [x, w[. Quitte & remplacer g; par g; ', on peut
supposer g;[x, o] C [x, o[ (i = 1,2); alors g gx = ggx, donc gigg; 'g; "
fixe x. Cette remarque montre que les seuls sous-groupes libres de G agissant
librement sur X sont sur zéro ou un générateur. Enfin, si G fixe une paire de
bouts {a,}, une translation dans G a pour axe la droite Ja, ®[, donc deux
translations dans G commutent. A nouveau, on voit que les seuls sous-groupes
libres de G agissant librement sur X sont sur zéro ou un géneérateur.

Grace a la proposition 4, on déduit immédiatement I’analogue pour les
arbres réels du corollaire 1 du §5: si X est un arbre réel, et G un sous-groupe
de Isom X qui contient un sous-groupe résoluble d’indice fini, alors G fixe un
point, un bout ou une paire de bouts de X. Rappelons que ce résultat est dii
a Tits ([T3], 3.4 et 2.3.6).

AJOUTE SUR EPREUVES: Identifions PSL,(R) avec le groupe des isométries orientées du
disque de Poincaré D. Il résulte des preuves de la Proposition et du Théo-
réeme 1 de [H1] que I’alternative de Tits pour PSL,(R) prend la forme suivante: un
sous-groupe G de PSL,(R) contient un sous-groupe libre non abélien si et seulement
si G ne fixe aucun point de D, aucun point au bord de D, et aucune paire de points
au bord de D. L’analogie entre cet énoncé et I’équivalence (i) ¢ (ii) de notre théoréme
est évidemment frappante.

8) Ces deux définitions ne sont pas équivalentes pour un arbre réel non complet, comme
le montre ’exemple banal de ’intervalle semi-ouvert ]0, 1].
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