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286 G. LEVITT

Automorphismes DES GROUPES LIBRES

Nous exposons ici sans démonstration quelques résultats de [7] sur la

dynamique des homéomorphismes de C provenant des automorphismes de

groupes libres. Certains énoncés s'étendent aux homéomorphismes obtenus

sur le bord d'un groupe hyperbolique arbitraire.

Soit donc F* un groupe libre de rang k> 2. On lui associe un ensemble
de Cantor C dFk, que l'on peut voir comme son espace de bouts, ou son
bord en tant que groupe hyperbolique [1, 3, 4, 10]. Plus concrètement, si l'on
choisit une base {g^ *.., g^}, on considère les mots réduits infinis gflgf*...
où chaque £; vaut ±1. Une suite Xn, avec Xn G FkUdFk, converge vers
X G dFk si, pour tout p, la p-ième lettre de Xn coïncide avec celle de X

pour n assez grand.

Tout automorphisme a de Fk définit un homéomorphisme f — da de C.
Si par exemple a est la conjugaison ig par g G Fk, alors / est simplement
l'action naturelle de g sur C par translation à gauche (la translation à droite

par g~l est à distance bornée de l'identité dans Fk, donc induit l'identité
sur le bord). On montre facilement dans ce cas que / a une dynamique
Nord-Sud, avec puits g°° limn^00 gn et source g~°° lim^^ g~n,

pourvu que g ne soit pas trivial. Nous allons voir une généralisation de

ce phénomène.

Le groupe des automorphismes extérieurs Out Fk est le quotient du groupe
d'automorphismes AutF* par la relation d'équivalence qui identifie a et igoa.
Nous voyons O G Out F* comme un ensemble d'automorphismes et, comme
Nielsen [9], nous disons que a,ß G O sont isogrédients s'il existe g G Fk tel

que ß ig o ao (ig)~l. Soit S(O) l'ensemble des classes d'isogrédience de

représentants de O. Si par exemple O est l'identité, ses représentants sont les

conjugaisons ig et «S(O) s'identifie naturellement aux classes de conjugaison
de Fk.

Deux automorphismes isogrédients a, ß produisent des homéomorphismes

da,dß topologiquement conjugués. Nous pouvons donc parler de la

dynamique d'une classe d'isogrédience 5 G <S(O).

THÉORÈME. Soit O G OutF*, avec k > 2. L'ensemble <S(d>) des classes

d'isogrédience de représentants de O est infini. Tout s G <S(0), sauf au plus
un nombre fini, a une dynamique Nord-Sud sur C.

Intéressons-nous maintenant à la dynamique d'un da quelconque.
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THÉORÈME. Pour tout a G AutF*, V homéomorphisme da a au moins

deux points périodiques de période < 2k. Les périodes des points périodiques

de da sont bornées par un nombre Mk ne dépendant que de h, avec

log M* yjk logk quand k —> oo.

Si a est défini par a{gi) gz+1 pour 1 < i < k — l et a(gk) gx 1, tout

point de C est périodique de période 2k. Si a est défini par a{gi) gcr(/), où

a est une permutation de {1,. la période d'un point générique
de C est l'ordre de cr. La quantité yjk log k est un équivalent du logarithme
de l'ordre maximal d'un élément de torsion dans ou GL(£, Z), ou AutF^
(voir [6], [8]).

Cherchons à quelle condition da est simple. Une condition nécessaire est

que pour tout n > 1 le sous-groupe fixe Fixa77 {g G Fk \ an{g) g} soit

trivial ou cyclique, car sinon son bord forme un ensemble de Cantor de points
périodiques.

Nous laissons de côté le cas où a laisse invariant un sous-groupe cyclique,
mentionnant seulement l'automorphisme a i—» a, b f—» aba de F2 ; pour cet

exemple da est simple, le graphe associé par le théorème 1 étant un cercle

avec deux sommets et deux arêtes.

Supposons donc Fixa77 trivial pour tout n. On sait qu'alors les points
périodiques de da sont des sources ou des puits, et qu'il y a au plus 2k

points de chaque type [2].

Conjecture. Soit a G AutF^. Si le sous-groupe fixe de a77 est trivial
pour tout n > 1, alors une puissance de da est simple.

Le graphe associé à une puissance simple de da est un graphe bipartite,
toute arête allant d'une source à un puits. Nous ne savons pas si tous les

graphes bipartites finis peuvent être obtenus de cette façon.

La conclusion de la conjecture revient à dire que tout compact da -invariant
non vide K C. C contient un point périodique. Énoncée sous cette forme, la
conjecture a un sens pour un automorphisme a quelconque.

La conjecture ci-dessus est vraie si a est irréductible à puissances
irréductibles (aucune puissance de a n'envoie un facteur libre de Fk sur
un conjugué de lui-même). D'autre part, tout compact da -invariant K C C
contenant un point de la forme g°° contient un point périodique. Cela se
déduit du résultat suivant:
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THÉORÈME. Soit a G AutF^, et g G Fk non périodique. Il existe un
entier q < Mk tel que la suite (aq)n(g) converge vers un point fixe de daq.

Considérons maintenant la vitesse de convergence vers les points fixes (ou

périodiques) de da. On définit une distance sur dFk par d(X,Y) e~c,
où X, Y sont deux mots réduits infinis et c est la longueur de leur plus
grand segment initial commun (voir [3]). Lorsque l'on considère deux bases

différentes de F*, les distances d\, d2 ainsi associées sont Hôlder-équivalentes :

il existe A > 0 et ß G ]0,1] tels que A~]dl/ß < d2 < Adß.

On a ainsi défini une structure Holder canonique sur dFk (voir [3, 1]). Les

homéomorphismes da sont Holder; lorsqu'ils sont topologiquement conjugués
(par exemple si ce sont des homéomorphismes Nord-Sud), on peut se demander
s'ils sont Hôlder-conjugués.

Remarquons d'abord que, si g et h sont des éléments non triviaux de

Fk, alors les actions de g et h sur dFk sont des homéomorphismes Hôlder-
conjugués (on notera que, pour un groupe hyperbolique arbitraire, les actions
de deux éléments d'ordre infini ne sont même pas forcément topologiquement
conjuguées).

Montrons rapidement ce fait. Le résultat est vrai si h a(g) avec

a G AutF^, car da est une conjugaison Holder. Il l'est aussi si g et h sont
des mots cycliquement réduits de même longueur: en effet les translations à

gauche par g et h sont conjuguées en tant qu'isométries de l'arbre de Cayley
de Fk, et une isométrie de cet arbre induit un homéomorphisme Holder sur

dFk. Notant g\, g>i deux éléments d'une base de Fk, on peut ainsi conjuguer
de façon Holder l'action d'un g quelconque à celle d'un élément cycliquement
réduit, puis à celle d'un élément de la forme giçfc, puis à celle de g\.

Le théorème suivant fournira une obstruction à la conjugaison Holder.

THÉORÈME. Soit a G Aut Fk tel que da possède un point fixe attractif X.
Il existe un nombre algébrique À > 1 tel que

lim - log f— log d(dan(Y), X)) log À
n-++oo n V /

pour Y proche de X dans dFk (et pour toute distance d sur dFk définissant
la structure Holder).

Pour À > 1, la conclusion signifie que les orbites s'approchent de X à

peu près à la même vitesse que pour l'application ihia : [0,1[—» [0,1[.
Lorsque a est induit par un homéomorphisme pseudo-Anosov ip d'une surface

compacte à bord, le À obtenu est le coefficient de dilatation de p.
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Le nombre À associé au point fixe X est un invariant de conjugaison

Holder, tout comme en dynamique différentiable les valeurs propres de la

matrice jacobienne sont un invariant de conjugaison C1.
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