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UNE INTRODUCTION A LA MECANIQUE SEMI-CLASSIQUE ")

par Yves COLIN DE VERDIERE

RESUME. Ce texte est une introduction a la mécanique semi-classique a 1’usage
des non-spécialistes.

Apres avoir rappelé les contextes de la mécanique classique (géométrie symplec-
tique) et de la mécanique quantique, on introduit la mécanique semi-classique a partir
d’exemples simples: transformations de Fourier et de Legendre, principe de Huygens.

On décrit ensuite les formules de trace semi-classiques et la problématique du
chaos quantique.

1. INTRODUCTION

Le but de ces exposés est de servir de motivation et d’introduction au sujet.
Du point de vue de la physique, il s’agit de techniques qui remontent au début
de la mécanique quantique: le principe de correspondance affirme de facon
vague que la mécanique classique est la limite de la mécanique quantique
lorsque la constante de Planck h peut étre considérée comme petite, autrement
dit que les actions S en jeu sont grandes devant h. Bien sir, dire qu’une
théorie physique est une limite d’une autre théorie physique est un concept
important puisqu’une grande partie du savoir faire du physicien est de prévoir
ce qui est petit et ce qui est grand. La limite quantique-classique est plus
complexe que la limite relativiste-galiléen qui se réduit essentiellement 2 des

développements limités en %, ou c est la vitesse de la lumiere.

Depuis le début de la mécanique quantique, le passage a la limite
semi-classique est trait€ par des régles plus ou moins empiriques: les
développements BKW (Brillouin-Kramers-Wentzel) et les conditions de quan-
tification de Bohr-Sommerfeld font ainsi partie de D’outillage de base du
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physicien quantique. Ces méthodes ont leurs limitations intrinseques: diffi-
cultés liées aux caustiques, impossibilité de dire quelque chose de précis sur
les spectres dans les cas non completement intégrables (i.e. génériques).

Du point de vue mathématique, les travaux de Maslov, Leray, Hormander
en équations aux dérivées partielles linéaires (analyse micro-locale), dans
les années 65-70, ont donné une assise naturelle et solide aux calculs des
physiciens. En particulier, ces méthodes permettent de décrire de fagon précise
le passage des caustiques et la nature des déphasages des fonctions d’ondes
en ces points (indice de Maslov).

L’application de ces méthodes aux équations de Schrodinger et a la
limite géométrique de 1’optique ondulatoire a connu un grand développement
depuis les années 70. Ces travaux s’appuient sur des résultats de plus
en plus fins de mécanique classique des systemes hamiltoniens (systemes
completement intégrables, théorie KAM, flots d’Anosov) en mé€me temps que
sur des techniques d’analyse variées (intégrales oscillantes, estimations de type
elliptique, développements asymptotiques, méthodes de resommation, passage
dans le complexe). Un des problemes clés est 1’étude semi-classique des
spectres d’opérateurs : asymptotique des grandes valeurs propres des laplaciens
riemanniens, asymptotique du spectre d’un opérateur de Schrodinger lorsque
h— 0t.

Apres avoir brievement rappelé le formalisme hamiltonien et le formalisme
quantique, je décrirai le probleme de la limite semi-classique.

Je parlerai ensuite du spectre: depuis le cas completement intégrable, en
passant par KAM, j’en viendrai a ce que je considere comme 'un des plus
jolis résultats de la théorie, la formule des traces dite de Gutzwiller dont je
donnerai une preuve heuristique basée sur 'intégrale de Feynman.

Je parlerai enfin de I’analyse fine du spectre semi-classique et du lien avec
la théorie des matrices aléatoires. ,

Je veux profiter de ’occasion pour introduire deux idées que je trouve
stimulantes et que je vous soumets :

1) La mécanique classique est certes une limite de la mécanique quantique,
mais la mécanique quantique est aussi un systéme hamiltonien classique
particulier (linéaire) et la dimension infinie n’en est pas le fait le plus important.

2) La limite semi-classique est habituellement présentée comme liée au
caractére linéaire de la mécanique quantique et dépendant essentiellement du
principe de superposition (phase stationnaire) : elle est aussi li€e au phénomene
d’oscillations rapides (méthode de moyennisation) qui est un analogue non-
linéaire de la phase stationnaire.
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