
4. Choix de la courbe

Objekttyp: Chapter

Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Band (Jahr): 47 (2001)

Heft 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

PDF erstellt am: 26.05.2024

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte an
den Inhalten der Zeitschriften. Die Rechte liegen in der Regel bei den Herausgebern.
Die auf der Plattform e-periodica veröffentlichten Dokumente stehen für nicht-kommerzielle Zwecke in
Lehre und Forschung sowie für die private Nutzung frei zur Verfügung. Einzelne Dateien oder
Ausdrucke aus diesem Angebot können zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und den
korrekten Herkunftsbezeichnungen weitergegeben werden.
Das Veröffentlichen von Bildern in Print- und Online-Publikationen ist nur mit vorheriger Genehmigung
der Rechteinhaber erlaubt. Die systematische Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots
auf anderen Servern bedarf ebenfalls des schriftlichen Einverständnisses der Rechteinhaber.

Haftungsausschluss
Alle Angaben erfolgen ohne Gewähr für Vollständigkeit oder Richtigkeit. Es wird keine Haftung
übernommen für Schäden durch die Verwendung von Informationen aus diesem Online-Angebot oder
durch das Fehlen von Informationen. Dies gilt auch für Inhalte Dritter, die über dieses Angebot
zugänglich sind.

Ein Dienst der ETH-Bibliothek
ETH Zürich, Rämistrasse 101, 8092 Zürich, Schweiz, www.library.ethz.ch

http://www.e-periodica.ch



UNE QUINTIQUE DE GENRE 1 165

en cinq idéaux premiers distincts dans Ok tandis que les p ^ ±1 (mod 11)

différents de 11 restent premiers. PARI-GP® trouve une base des unités modulo

torsion, à savoir : {0 — 2, 0 — 3, 02 — 50 + 5, 6>4 — 8 63 + 21 02 — 20 0 + 5}

Proposition 3.1. Pour tout £ G Ok avec £ ^ (9) on a

N(0 NK:q(0 ±1 (mod 11).

Preuve. Puisque |7V(0| iV((0) et que (0 se factorise en idéaux

premiers, il suffit de montrer que N(p) ±1 (mod 11) pour tout idéal premier

| p (0), Soit p est au-dessus d'un premier rationnel p ± 1 (mod 11) et

*; alors sa norme est égal à ilzp, soit p est de la forme pOx et dans ce cas

j N(p) p5 ±1 (mod 11).

I Remarque. Dans l'appendice de [Co], Daniel Coray utilise cette extension

j K : Q pour construire une quintique qui contredit le principe de Hasse. Mais

| elle est lisse et donc de genre 6. L'équation s'écrit

^ N(x + Oy) z(z2 + xz + x2)(2z2 + xz + x2).

| Par ailleurs, le premier contre-exemple qui est une courbe plane lisse de

I degré 5 a été construit par Fujiwara dans [Fu].

j 4. Choix de la courbe

5 La quintique C qui nous servira de contre-exemple au principe de Hasse

sera une combinaison linéaire

-i C C7 + À0C0 + Ai Ci + À2C2 + À3C3 + À4C4

On choisit les coefficients gt et tels que les termes sans z s'écrivent comme
N(x — ey) NK:q(x — sy) et que les termes sans y s'écrivent comme N(x — rjz)

pour certains s et rj £ K. J'ai essayé avec un millier de choix différents de

(£,77) pour lesquels il existe des coefficients et À/. Parmi ceux auxquels
ma méthode de démonstration s'applique, j'ai choisi le plus simple:

e -l+4 e-d2eO*Ket77 -3 + 0 e

dont les normes sont

Af(x - ey) x5 — 6x4y + 10x3y2 — x2y3 — 6xy4 + y5

7V(x - rjz) x5 -j- 4x4z + 2x3z2 - 5x2z3 - 2xz4 + z5,
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et les coefficients

901 01 —3 02 § o, 04

Ao —6, Ai 1, A2 |, A3 — 1, A4 —2.

Cela nous donne la courbe C donnée par (1.1) dans le théorème principal.
Le polynôme minimal de u est p(X) 4 - 12X + 10X2 - 7X4 + 4X5,
qui est irréductible sur Q. Dans la suite on pose r := -\6N(x - ey) et
s :» — 16AÙ> - rjz). Puis on constate que l'équation (1.1) peut être réécrite
sous chacune des deux formes suivantes :

(4.1) r -\6N(x - ey) z-f,
(4.2) s -\6N(x - rjz) y • g,

où / et g sont des polynômes homogènes de degré 4 sur Z.

5. Démonstration du cas local

PROPOSITION 5.1. La courbe C donnée par (1.1) possède des points
lisses dans tous les complétés de Q.

Preuve. Comme le degré de C est impair, il est clair que C/R possède un
point lisse. On commence petit à petit par les premiers nombres premiers p.

Pour p 2: lorsque l'on remplace z par 8z dans l'équation (1.1), on
obtient une courbe dont la réduction modulo 2 est égale à

x5 + x2y3 + y5 + y4z 0

Elle a un point lisse (0 : 1 : 1) sur F2. Ensuite, on trouve facilement des

points lisses de la réduction de C modulo p pour 2 < p < 19: (1:1:2)
pour F3, (0:1:3) pour F5, (0:1:5) pour F7, (1:0:7) pour Fu,
(0:1:1) pour FB et (0 : 1 : -2) pour F17.

LEMME 5.2. Soit p > 19, soit C la réduction de C modulo p. On

suppose que C n'est pas une composante de sa Hessienne H. Alors C(¥p)
contient un point lisse.

Preuve. On suppose d'abord que C est irréductible. Soit c la normalisée
de C. Si elle est une courbe de genre 1, alors par le théorème de Hasse-Weil

pour la courbe lisse projective c, on a
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