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(c): P2: 8VPP, 1HPP

(d): P3: 15VPP, 9HPP

Abb. 5: HEINZENBERG. Relative mittlere Fehler der zuséatzlichen Parameter.
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Konfidenzintervalle der Bayes-
Statistik fur die Varianzen von
Streckenmessungen auf
Eichlinien

Konfidenzintervalle der Bayes-Statistik werden fiir die Varianzen von Messungen
elektro-optischer Entfernungsmessgerate auf Eichlinien berechnet. Die Varianz
einer Messung wird durch eine Varianzkomponente fiir den konstanten Anteil der
Varianz und eine Varianzkomponente fiir den entfernungsabhangigen Anteil dar-
gestellt. Mit Hilfe der posteriori Verteilung der Varianzkomponenten, die aus dem
Bayes Theorem folgt, erhélt man die Randverteilung der Varianz einer Messung
als Funktion der Varianzkomponenten. Mit der Randverteilung werden dann durch
numerische Integration fiir die Varianzen der Messungen auf Eichlinien Konfi-
denzintervalle der Bayes-Statistik berechnet, die als HPD-Intervalle, also als Inter-
valle hochster posteriori Dichte definiert sind.

Les intervalles de confiance du test de Bayes s’appliquant aux variances des me-
sures de distancemeétres électro-optiques sont estimées sur des lignes d’étalon-
nage. La variance d’une mesure donnée est représentée par une composante de
valeur constante et par une autre dépendant de I'éloignement. En s’aidant de la
distribution a postériori des variances, tirée du théoréme de Bayes, on obtient la
fonction de distribution marginale de la variance d’'une mesure, partant des deux
composantes sus-nommées. Cette distribution marginale permet alors le calcul,
par intégration numérique, d’intervalles de confiance du test de Bayes pour les va-
riances des mesures effectuées sur les lignes d’étalonnage, intervalles dont la
propriété est d’avoir une densité a postériori maximale.
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1. Aufgabenstellung

Bei der Kalibrierung eines Streckenmess-
gerates auf Eichlinien soll nicht nur festge-
stellt werden, ob das zu eichende Gerat
eine Additionskonstante aufweist, ob es
eine entfernungsabhéngige Additionskor-
rektion oder einen zyklischen Phasenfeh-
ler besitzt, man mochte auch die Genauig-
keit des Streckenmessgerétes ermitteln.
Folgt man bei der Auswertung von Strek-
kenmessungen auf Eichlinien dem Vor-
schlag bei [Koch, 1987a], dann werden die
Entfernungsmessungen auf den Eichli-
nien eines Gerates, das den Massstab lie-
fert, zusammen mit den Messungen auf
den Eichlinien eines zu eichenden Geré-
tes ausgewertet. Eine Varianzkomponen-
tenschatzung liefert die Varianz der Strek-
kenmessungen des zu eichenden Gerates
sowie die des Gerates zur Massstabsbe-
stimmung und damit die Genauigkeit der
Geréate. Die Varianz lasst sich in einen kon-
stanten und einen entfernungsabhéngi-
gen Anteil mit dem Ansatz zerlegen

2 2 24
G ,=06,+0, S

(1.1)

worin 0% die Varianz der gemessenen
Strecke der Lange s bedeutet, 0%; die Va-
rianzkomponente fir den konstanten An-
teil, 0? die Varianzkomponente firr den lan-
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genabhangigen Anteil und e der Exponent
der Strecke, mit dem die Entfernungsab-
hangigkeit gesteuert wird.

Fur unbekannte Parameter, die zum Bei-
spiel nach der Methode der kleinsten Qua-
drate geschatzt werden, lassen sich Konfi-
denzbereiche zum Konfidenzniveau 1-a
derart festlegen, dass mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1-a der Bereich die wah-
ren Werte der Parameter einschliesst. Da
man bei der Kalibrierung von Strecken-
messgeraten die Genauigkeit der Gerate
feststellen mochte, sollte man nicht nur
(11) entsprechend die Varianzen der
Streckenmessungen angeben, sondern
auch die Vertrauensintervalle bestimmen,
in dem die Varianzen bei einer vorgegebe-
nen Wahrscheinlichkeit von 1-a liegen.

In [Koch, 1987c] wird gezeigt, dass Konfi-
denzintervalle auch fir Varianzkomponen-
ten angebbar sind, allerdings nicht mit
dem Standardansatz der Statistik der
Stichproben, sondern mit der Bayes-Stati-
stik. Im folgenden soll nun das Problem
geldst werden, flr die nach (1.1) aus den
Varianzkomponenten sich ergebenden Va-
rianzen der Strecken die Vertrauensinter-
valle herzuleiten.

2. Vertrauensintervalle der
Bayes-Statistik

Beim Standardsatz der Statistik der Stich-
proben werden die unbekannten Parame-
ter als feste Grossen definiert, und die
Grenzen des Vertrauensintervalls fir ei-
nen unbekannten Parameter sind als
Funktionen der Beobachtungen Zufalls-
gréssen [Koch, 1987b, S. 319]. Ein Konfi-
denzintervall zum Konfidenzniveau 1-a
bedeutet also, dass das Intervall mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 1-a den wahren
Wert des Parameters Uiberdeckt, oder an-
ders ausgedruckt, dass mit verschiedenen
Stichproben aus derselben Grundgesamt-
heit die Intervalle in (1-a)% aller Falle den
wahren Wert des Parameters einschlies-
sen.

In der Bayes-Statistik werden die unbe-
kannten Parameter, die in dem Vektor g zu-
sammengefasst seien, als Zufallsvariable
definiert. Aufgrund des Bayes-Theorems
besitzen sie die posteriori Dichte p(B|y),
die unter der Bedingung gegeben ist, dass
der Vektor der Beobachtungen die gemes-
senen Werte y annimmt. Mit dieser Dichte
lasst sich nun die Wahrscheinlichkeit be-
rechnen, dass die Parameter in einem vor-
gegebenen Bereich B des Parameter-
raums liegen

P(BeBlv)=I.é.Ip(BIy)dB (2.1)

Andrerseits lasst sich auch die Wahr-
'scheinlichkeit beispielsweise mit 1-a vor-
geben und der Bereich B bestimmen, in
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dem die Parameter mit der vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit liegen. Um zu einer
eindeutigen L&sung zu gelangen, wird zu-
sétzlich gefordert, dass das Volumen des
Bereichs B minimal wird. Damit erhélt man
bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1-o
den Bereich B héchster posteriori Dichte,
die sogenannte HPD-Region [Box und
Tiao, 1973, S. 123], die dadurch gekenn-
zeichnet ist, dass gilt

P(BeBly)=1-0a (2.2)

mit
p(Bly)2p(BalY)
far

B,e B, B, B

Die Wahrscheinlichkeit, dass die zufélli-
gen Parameter B in dem mit (2.2) definier-
ten Bereich B liegen, betragt also 1-a. Die
Grenzen von B sind feste Grossen, da sie
sich aus der posteriori Dichte ergeben, die
wiederum durch die Messungen y be-
stimmt ist.

Dem Bereich der hdchsten posteriori
Dichte mit der vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit 1-a. entspricht der Konfidenzbe-
reich zum Konfidenzniveau 1-a des Stan-
dardansatzes der Statistik der Stichpro-
ben. Der Bereich der héchsten posteriori
Dichte wird daher anstatt mit HPD-Region
auch als Vertrauensbereich der Bayes-
Statistik bezeichnet, wobei aber wie erlau-

Gy Bp)= [ o [ 1By s Bos Bours oon s By) dBpyy - dBy

—oo

tert die beiden Bereiche bezuglich der Zu-
falligkeit ihrer Grenzen und der Parameter
unterschiedlich zu interpretieren sind.

3. Konfidenzbereiche der
Bayes-Statistik flir Funktionen
der unbekannten Parameter

Ist die posteriori Dichte der unbekannten
Parameter gegeben, so muss haufig das
Problem gel6st werden, flir Funktionen ei-
ner Teilmenge der unbekannten Parame-
ter Konfidenzbereiche anzugeben. Dieses
Problem soll im folgenden geldst werden;
die in der Einleitung erwédhnte Anwendung
befindet sich im nachsten Kapitel.

Es sei

B=|B19"'9Bp7ﬁp+1""7Bu|

der u.1-Vektor der unbekannten Parame-
ter und

p(Bly)

seine posteriori Dichte mit

PBIY)=T(By. s Bps Bosts > BY)

Die p Parameter
Bl o Bp seien nun mittels
Yi=t(By, .- Bp)mit ie{1,..,p} indie

p Parametery,, ..., yptransformiert.

Weiter gelte

h(Yy, s ¥p) =g (Ve (¥y, o

,yp),.,.,v1(y1,...

(3.1)
Die Randverteilung
aBy, .., Bp) der Parameter B, ..., Bp
folgt dann mit

(3.2)
Bi=VilYqy, e ¥p) mit ie{1,..,p}(3.3)
Die Dichte h (yy, ..., v,) der
transformierten Parameter vy, , ... + T

folgt aus (3.2) mit [Koch, 1987b, S. 107]

1,))|detJ| (3.4)

und

J=(@vi/ay)) furije {1,..,p}

Letztlich gesucht ist die Dichte d(y4,...,yYm)
der transformierten Parameter vyi,...,ym

unter den Parametern vy4,..., Yms
Ym+1---,Yp- Sie folgt als Randverteilung
von (3.4) mit
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Ao Y) = [ oo [0 s Yo Yoma s o+ V) B oo

—oo

und nach Substitution von (3.4)

Q

s (3.5)

d (Y5000 Yy = _[ _[ GOV (Y15 oo s Vs Ve o5 Vp) s oov s

Vp(Y1 5 =eh Ym’ Ym+1a

sowie schliesslich nach Substitution von
(3.2)

oo

d(Yqs s ¥m) = J T

)

§ 3

Vo (Y45 oo s Ymos Ymaq s o A Bp+1,

By - AB, Y,y . Ay,

Die Dichte p (y]y) =d (4, ..., ¥,,) mit

=171 v s Vil

ist die gesuchte posteriori Dichte einer Teil-
menge von Parametern, die als Funktio-
nen einer Teilmenge der urspriinglichen
Parameter definiert sind. Flr die Parame-
ter v4,...,ym ist nun der Konfidenzbereich
B der Bayes-Statistik entsprechend (2.2)
zu bestimmen. Bei vorgegebenem o muss
also gelten

P(yeBly)=1-a (3.8)

mit

PY11Y)2p(12]Y)
firy,e B, y,¢ B

In der Regel wird dieses Problem sich
nicht analytisch I6sen lassen, sondern es
muss auf numerische Verfahren zurlickge-
griffen werden. Je nach Anzahl der unbe-
kannten Parameter wéachst dabei der
Rechenaufwand erheblich an, wie unmit-
telbar aus (3.7) ersichtlich ist. Sind jedoch

Y 2 2 2 2
D =064Vi+0,V,o+0,Vz+0,V,
Ye
mit
10 2l00 2
V1_a1 0 0|, V2=(12 01 ’, Va=°‘3
und

D= diag (s,ej"') , D¢=diag (Sle]e)
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) Yp))| detdJ|dy,,q ... dy,

Tf(v1 o

« By

’Ym’ Ym+19 s 3’Yp)5 AR

)| detJ|

3.7)

lediglich Konfidenzintervalle zu bestim-
men, giltm = 1in (3.7), und sind pund uin
(3.7) kleine Zahlen, lasst sich der numeri-
sche Aufwand durchaus bewaltigen, wie
das Beispiel in dem folgenden Kapitel
zeigt.

4. Konfidenzintervalle fiir die
Varianzen von Strecken-
messungen auf Eichlinien

Wie bereits einleitend erwéahnt, sollen die
Konfidenzintervalle fur die Varianzen von
Streckenmessungen bestimmt werden,
die zur Kalibrierung von Streckenmessge-
raten auf Eichlinien vorgenommen wer-
den. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die
Streckenmessungen des zu eichenden
Gerates zusammen mit den Messungen
eines Gerates zur Massstabsbestimmung
ausgewertet werden.

Bezeichnet man mit y,, den Vektor der auf
der Eichbasis beobachteten Strecken des
Gerates, das den Massstab liefert, mit ye
den Vektor der beobachteten Strecken
des zu eichenden Gerates, dann wird die
Kovarianzmatrix der Beobachtungen defi-
niert durch [Koch, 1987a]

(4.1)

worin 6?4 bis 624 die Varianzkomponenten
bezeichnen, a?4 bis a24 die Naherungs-
werte fiir die Produkte 02ja?; bis 0240, sjj
die gemessenen Strecken und e, und e ¢
Exponenten, die die Langenabhangigkeit
der Varianzen steuern. Fir die Varianzen
der Streckenmessungen des Gerates zur
Massstabsbestimmung oder des zu ei-
chenden Geréates ergibt sich dann die in
(1.1) gegebene Darstellung.

Bei dem zur Berechnung der Konfidenzin-
tervalle gewahlten Beispiel ergab sich fir
das Gerat zur Massstabsbestimmung nur
eine geringfligige Abhangigkeit der Varian-
zen von der Lange der gemessenen Strek-
ken. Es wurde daher darauf verzichtet,
den ldngenabhéngigen Anteil 023 in (4.1)
zu bestimmen, so dass als unbekannte Va-
rianzkomponenten o2, 0% und 024 einge-
fUhrt wurden, also der Ansatz

2 2

Ym )—02V +06,Vo+0,V
=0 V1+0,Vo+0,Vy

D(y

fur die Kovarianzmatrix der Beobachtun-
gen gewahlt wurde. Damit gilt u = 3 in
(3.7). Die Varianzkomponenten o2 und
024 werden nun einer Transformation un-
terworfen, so dass p = 2in (3.7) folgt. Es
gelte

(4.2)

e

2 2 2
Gs=02+64sij (43)
2 2
q =04

so dass 0% die Varianz der Messung der
Strecke von der Lange s;; des zu eichen-
den Gerétes angibt. Mit

2 2 2 e
C2=02'q sij

0,4=q

erhélt man wegen

2 2 2 o .
an/aGS=1 802/8q ='Sije

2 2 2
d0,/do,=0 d0,/0q =1

die Determinante det J der Jacobischen
Matrix J in (3.7) zu det J = 1. Von den
transformierten Variablen o%s und g2 inter-
essiert lediglich 0%, so dass schliesslichm
=1in (3.7) gilt.

Die posteriori Verteilung von Varianzkom-
ponenten wurde bis auf den Normierungs-
faktor in [Koch, 1987c] angegeben. Mit ihr
wird nach (3.7) die Randverteilung flr 02 g
in (4.3) numerisch berechnet, indem die
Integration durch eine Summation ersetzt
wird. Anschliessend erfolgt numerisch die
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I s[m]

o_[mm]
4 -+
3 -+
2 4
1 -+
t F
30 300 600

Standardabweichungen (starke Linie) gemessener Strecken der Léange s und ihre
95% Konfidenzintervalle (schwache Linien) der Bayes-Statistik.

Normierung auf Eins und die Berechnung
der Konfidenzintervalle nach (3.8), wobei
die Ungleichungsbedingungen numerisch
Uberprift werden. Die Ergebnisse der Be-
rechnungen sind in der Abbildung darge-
stellt, in der in Abh&ngigkeit von der Lange
s der gemessenen Strecken die aus den
Varianzen o2 erhaltenen Standardabwei-

chungen og angegeben sind. Die starke Li-
nie bezeichnet die Werte fir og, die aus
den Schéatzwerten fur die Varianzkompo-
nenten o2 und 024 nach (4.3) folgen. Die
beiden schwachen Linien begrenzen die
Konfidenzintervalle der Bayes-Statistik mit
1-a = 0,95 fir die Standardabweichung
0s. Sie wurden dadurch erhalten, dass far

s =30m, s = 300 mund s = 600 m die
Konfidenzintervalle berechnet wurden.
Dass die aus den Schatzwerten der Va-
rianzkomponenten berechneten Werte fir
die Standardabweichungen og nicht in der
Mitte der Konfidenzintervalle verlaufen,
liegt darin begriindet, dass die Verteilung
fur die Varianzkomponenten, deren Maxi-
malwerte ndherungsweise mit den
Schéatzwerten zusammenfallen, nicht sym-
metrisch ist. ‘Damit wird auch die Vertei-
lung flr o nicht symmetrisch.
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Photogrammetrie fur die
amtliche Vermessung der
Zukunft

O. Kalbl

Die photogrammetrischen Arbeitsmethoden haben in den letzten Jahren einen
tiefgreifenden Wandel erfahren. Durch die Verbindung der photogrammetrischen
Messstation mit einer interaktiv graphischen Arbeitsstation ergibt sich fiir den
Operateur eine wesentlich héhere Flexibilitdt fiir die Datenerfassung und die
Dateneditierung. Zusatzlich wurden Gerate entwickelt, mit denen die digitale
Karte in den Betrachtungsokularen unmittelbar mit den Luftbildern iliberlagert
werden kann. Im Rahmen der Reform der amtlichen Vermessung und dem Aufbau
von Landinformationssystemen ergeben sich damit neue Méglichkeiten fiir die
Nachfiihrung sowie fiir die Aufgaben der Katastererneuerung.

Les méthodes de travail photgrammétriques ont subi de profondes modifications
au cours de ces derniéres années. La liaison, entre les stations de mesures photo-
grammeétriques et les stations de travail interactives graphiques, offre a I'opéra-
teur une grande flexibilité pour les mesures, et particulierement pour I’édition de
données. De plus, des dispositifs ont été développés pour superposer directe-
ment la carte digitale avec les photographies aériennes dans les oculaires d’ob-
servation. Il en résulte ainsi de nouvelles possibilités, dans le cadre de la réforme
de la mensuration officielle et de I’élaboration de systémes d’information du terri-
toire, pour la mise a jour, mais aussi pour les taches de la rénovation du cadastre.
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1. Einfiihrung

Die wichtigsten Aufgaben der Photogram-
metrie in der Schweiz fur die ndchsten 10—
20 Jahre sind zweifellos die Katasterver-
messung und die weiteren Aufgaben der
amtlichen Vermessung. Dabei werden vor
allem die Nachfuhrung der verschiedenen
Ebenen des Kategorienkatalogs sowie die
Katastererneuerung von besonderer Be-
deutung sein. Bei der Diskussion dieser
Aufgaben ist zu berlcksichtigen, dass die
Photogrammetrie in den letzten funf Jah-
ren einen tiefgreifenden Wandel mit-
machte.

In einer ersten Phase stltzte sich die Pho-
togrammetrie weitgehend auf Analogge-
rate wie A7, A8 oder A10 ab. Diese Gerate
waren auf die direkte graphische Kartie-
rung ausgerichtet. Solange bei der photo-
grammetrischen Bildauswertung lediglich
ein graphischer Plan angestrebt wurde,
hatten diese Geréate ihre volle Berechti-
gung.

In der Folge wurden die Verfahren der
rechnergestltzten Kartierung entwickelt.
Hierbei wird primar die Kartenreinzeich-
nung durch automatische Kartierverfah-
ren ersetzt; nach wie vor ist aber das Er-

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural, 7/88
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