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Uber die Intensitit der Streustrahlung bewegter

freier Elektronen
von W, Pauli, Zirich.
(3. VI. 33.)

§ 1. Die Problemstellung.

Durch die Formel von KrLeiNy und Nisnina ist die Intensitit
der Streustrahlung durch anfangs ruhende freie Elektronen be-
stimmt. Die vorliegende Arbeit entstand aus der Problemstellung,
ob gebundene Elektronen gemiiss dieser Klein-Nishina’schen Formel
streuen, sobald die einfallende Strahlung eine Frequenz » besitzt,
die gross 1st gegen die lonisierungsfrequenz des Atoms. Ber der
Beantwortung dieser Frage 1st zunéchst zu beachten, dass bei end-
lichem Streuwinkel die Frequenz »" der gestreuten Strahlung
bei wachsender Frequenz der einfallenden Strahlung gegen einen
festen Grenzwert konvergiert und nicht beliebig anwachst. Schon
aus diesem Grunde sind Abweichungen der Intensitit der ge-
streuten Strahlung von dem durch die Klein-Nishina-Formel
gegebenen Wert zu erwarten, die prozentual endlich bleiben, wenn
v beliebig anwichst.

Man kann jedoch den Grenzfall betrachten, dass nicht nur
v beliebig anwichst, sondern auch »', und zwar derart, dass der
Quotient »’/v gegen einen festen Grenzwert konvergiert. Dies
setzt allerdings voraus, dass der Streuwinkel mit wachsendem.
» nach Null konvergiert (und zwar wie »~4). Wir wollen diesen
Grenzfall?)

’

y =0, V> o0, —”’-}-— >y <1 (1)

kurz als ,,limes L'’ bezeichnen. Man kiénnte nun wvielleicht ver-
muten, dass wenigstens in diesem Limes L die Intensitdt der
Streustrahlung gleich 1st dem fiir die betreffende Frequenz »" der
Streustrahlung durch die Klein-Nishina-Formel gegebenen Wert.
Die Prifung dieser Frage hat jedoch ergeben, dass diese Vermutung
nicht zutrifft. Hier wollen wir dies nur fiir bewegte freie Elektronen

1) Auf die Bedeutung dieses Grenzfalles bin ich von W, HEISENBERG auf-
merksam gemacht worden.
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zeigen, wihrend die etwas komplizierteren Verhiltnisse bei ge-
bundenen Elektronen in der nachfolgenden Arbeit von Casimir
behandelt werden.

Im Fall der bewegten freien Elektronen zeigt es sich namlich,
dass auch im Limes L die Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen
in der Formel fiir die Intensitit der Streustrahlung pro Frequenz-
intervall dv’ nicht herausfillt. Es kann dies als eine Art Doppler-
effekt der Streuintensitdt betrachtet werden.

Im folgenden § 2 fithren wir allgememn die Lorentz-Trans-
formation der Klein-Nishina-Formel durch, wihrend der § 3 den
Ubergang zum Limes L enthiilt.

§ 2. Lorentz-Transiormation der Klein-Nishina-Formel.

Der Absorptions- oder Schwiichungskoeffizient 4 der in einer
bestimmten Richtung % cinfallenden Strahlung der Frequenz »
pro Raumwinkel d£ der gestreuten Strahlung ist folgendermassen
definiert. Fillt eine bestimmte Anzahl N; von Quanten der
Frequenz » in einer gewissen Zeit t auf die ruhende, auf der Ein-
fallsrichtung n senkrechte Fliche mit dem Areal ¢, so werden
von diesen Quanten

N, = N, ; Ad0 @)

in den raumlichen Winkel df gestreut. Ist
[fj = N]. hr'V
die wihrend der Zeit t einfallende Energie, so ist der Streukoef-
fizient S pro rdumlichen Winkel d£ definiert durch
7 ) 1 \
E'=FE . SdQ (3)

WOrin

I = N, hy'

die aus dem wihrend der Zeit t cinfallenden Biindel gestreute
Energie 1st. Es gilt also

SdQ="449. (4)

Y

Es 1st zu beachten, dass die Zeit t' wihrend der die Quanten
gestreut werden, im Falle, wo sich das Elektron bewegt, eine
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andere 1st, als die Zeit {, withrend welcher die einfallenden Quanten
durch die ruhende Flache hindurchtreten. Und zwar ist

t 1 .
oD ®)
wenn
) 1 o
D=]—Tcosoc=l—-—(?—(vn) (6)

gesetzt wird, worin » die Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen
und o der Winkel zwischen ihrer Richtung und derjenigen der
einfallenden Strahlung bedeutet. Fragen wir also nach dem
Bruchteil

BdQ

der pro Zeitetnheit in den rdaumlichen Winkel d £ gestreuten
Quanten zu den pro Zeiteinheit durch die ruhende Querschnitts-
einheit einfallenden Quanten, so 1st

B - tt A—=DA. M)

Dieser Schwichungskoeffizient B ist es, der durch die allge-
meinen von WALLER!) und Dirac?) angegebenen Formeln ge-
geben 1st, wiahrend wir hier den Schwichungskoeffizient 4 (bzw.
den aus 1hm folgenden Streukoeffizient S) betrachten wollen.
Der letztere liegt auch den Betrachtungen in der urspriinglichen
Arbeit von Gorpox3?) zu Grunde. Es se1 noch bemerkt, dass bei
gebundenen Elektronen der Unterschied zwischen den Koeffi-
zienten B und A4 fortfillt, da in diesem Fall der Mittelpunkt
des Elektronenwellenpaketes sich nicht fortbewegt.

Wir bezeichnen nun mit dem Index 0 alle Grossen, die sich
auf das Bezugssystem K, beziehen, in welchem das Elektron
zu Beginn des Prozesses ruht, wihrend mit einem Akzent die
Grossen bezeichnet werden, die sich auf den Zustand nach dem
Streuprozess beziehen. Im System K, gilt dann nach Kreix und
NisniNa fiir unpolarisierte Strahlung

1,’2 » ) d . )
AgdQ,=C -2 | -0 170 __gin2d|d o, - (8)
0 0 58 | a? ,,, 0 0
0 0 0

wenn ¢ den Winkel zwischen der Richtung 7 des einfallenden
') J. WaLLER, ZS. f. Phys. 61, 837, 1930, Gl. (23").
?) P. A. M. Dirac, Proe. Cambr. Phil. Soc. 26, 361, 1930.
%) W. Gorpox, ZS. {. Phys. 40, 117, 1926.
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Quants und der Richtung n’ des Streuquants bedeutet, sodass gilt

- -

cos & — (mn'), (9)
und wenn
d 1(
T )
C="y my et ()

gesetzt 1st.
Da die Lichtquantenzahlen N, und N, in Gl. (2) Invarianten

. . | : . . ;
sind, findet man sofort, dass » AdQ eme Invariante ist.

1 1 ,
—AdQ2=— A4,d Q,. (11
q G "0 )
Es liasst sich zeigen, dass ¢ selbst eine Invariante ist;
9 = Yo, (12)
sodass auch gilt
AdQ2 = A4,d0,. (13)

Um (12) zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass bel dem Ansatz

worin n die Wellennormale bedeutet, uned der Koordinatenursprung
in eine zu betrachtende Wellenfront gelegt wird, folgt

(zm) —ct=2(an)
r?— 212 = 2(5 ;i)t:tJr az.

Da die Phase » [(x n)—c¢t] und x2—¢2t? Invarianten sind, ergibt
sich weiter

v (amn)=ry(ayng)
2(an)ct+a? ==2(agny) cty -+ ag.
Nun liege der Punkt 7 auf der Wellenfront, sodass

(an) = 0.
Dann gilt auch

(agng) = 0.
Das heisst Weltpunkte der Wellenfront liegen auch im anderen

Bezugsystem auf der Wellenfront. Ferner folgt dann

2 __ 2
= gt
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d. h. alle rdumlichen Abstdnde, von Punkten der Wellenfront
bleiben ber Lorentztransformationen invariant. Dies hat unmittel-
bar zur Folge, dass die Querdimensionen eines Lichtbiindels
sich bei Ubergang zu einem anderen Bezugssystem nicht andern.

Die Transformationsformeln fiir die Frequenzen lauten mit
Einfihrung der Abkiirzungen

) ‘l‘ ] - - 5

D=1-——cosa=1—"(37) (6)

I)’ = ] e "‘T—:" % e e ,];, el ((nl)
=] - cos o = - . (’U n) | 3

(x und o' bedeuten die Winkel der einfallenden hzw. gestreuten
Strahlung mit der Geschwindigkeitsrichtung des Elektrons vor

dem Prozess) .

1 ——cosa E
C b
Vo=V — —— =y — I) (14)
Y1—12/ ¢ m >
v 5
1 —cos« B
1’0’ = 'V' *_:vv = 'V' = D', (]4’)
Y1 —v2/¢? m c?
wenn 5
i me
1 = et
V1—v¥¢?
die Energie des Elektrons vor dem Prozess bedeutet. Ferner gilt,
da
( v - L)
— n’ /l‘ P
c ¢
bzw.

’ ’
v - .y
— Ny —
C c

die Komponenten je eines Vierervektors bilden, als Folge der
Invarianz des skalaren Produktes dieser Vierervektoren

v’ (1 —cos &) = vgvy' (1 — cos &), (15)
wobel mit & und &, die Streuwinkel im urspriinglichen und im

Ruhsystem bezeichnet sind.
Fihren wir die Abkiirzungen ein

1 —cos & = =, 1 —cos &y = x,, (16)
so folgt aus (15) und (14), (14") die Invarianz von
®x _ #y (17)

DD E?2  (m,c??
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Ferner gilt bekanntlich als Folge des Energie- und Impulssatzes
im Ruhsystem

1 1\ mgc?
o= — 1) Mo, (18,)

Vo Yo
also folgt
: (18)

b’

’

( D D’) E
x = B ——

v v

was man auch durch Anwendung des Energie- und Impulssatzes
direkt bestitigen kann. Endlich folgt fiir den in (8) vorkommenden
Wert von sin? §:

ain® ¥y = 2wy~ =

o mg® me*s 11 oM mge? /] 1
S G -VD)[2 T I | B

Fiir die raumlichen Offnungswinkel der Lichtbiindel des gestreuten
Strahles gilt ferner die bekannte Transformationsformel

wigd Q@ — v,'% d 83, (20)
Aus (13), (14), (14') und (20) folgt schliesslich das Endresultat

»'2 mﬂ(,z)z[ vD D .
p2 ( v yDp M &O} (80

p'2
.(‘1 d .Q = / — d = : =
Z )72 Q=C ED
worin sin? §, aus (19) entnommen werden kann. Fir den Streu-
koeffizient S findet man sodann geméss (4)
v'3 ("mocz)z[ vD VD

L W G A R
SdQ=C 3 D T D sin ﬁo]d!). (22)

ED

§ 3. Ubergang zum Limes L.

Wir wollen jetzt noch den Ubergang zum Limes

’ 'V’
VY —>» OO, ¥ —>» O, _H:,},<1
ll
machen. Nach (17) und (18) wird dann
x—>0, 7o —> 0, sin? ¢, —» 0,

und wegen
cos o’ = cos & cos? + sin a sin$ cos @, (23)
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wenn @ das Azimut der Richtung der Streustrahlung in Bezug

-

auf die Ebene durch 7 und o ist:

cos o' —» oS o

D )

Aus (22) folgt also im Limes L

mg ¢

2 i wd
hD)y(],y)d.Q. (24)

Sd2=7C (

Wir wollen nun noch den Streukoeffizient umrechnen auf
die Streuung pro d»’. IHiebel 1st zu beachten, dass wegen der
Abhéangigkeit der Grosse D’ von & und ¢ gemiss (18) » nicht
nur von &, sondern auch von ¢ abhidngt. Und zwar folgt bei
festem Azimut ¢ gemiss (18)

dv’ h 1 , h
— D - ,2——----;,—-dkh.~—y—dD ——E—dk—.
- 'n( ‘ . . COSB’) _
T cos o -+ SIN 0 €08 ¢ —e—gr ak,
also
. 1 ED(d-v’) "”1_'__“Ev (PPL& ) cosﬁﬁ)
2 h \dk/) = he v 181]11005(}9115111:9 )

Im ILaimes L 1st

k —>ﬁ —> ED(l-— 1)
_ vV 27} h }[ ,

1
also geht ~5 gegen Null wie v~} } und es ist im Limes L

- , dk . ED

dv' h

und dies ist im Limes L unabhdngig vom Azimut ¢. Wegen
S,dv = SdQ2 = Sdxdy

folgt also 1m ILimes L

Ay e T My _2ﬁ_d v
8ydv =C—— 25 2)

(25)
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Es fillt also, wie behauptet, die Geschwindigkeit » im Endresultat
nicht heraus. Fir v =0 hat man

Sodny =€ 90 (14 2T (25)

Yo

2

o my €* . - i aE i
sodass im Faktor —' - in (25) die Anfangsgeschwindigkeit des

Elektrons explizite vorkommt.

Zirich, Physikal. Institut der E. T. L.
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