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Die diatonische Tonleiter als gesetzméissiges Tonspektrum
von H. Greinacher.

(16. VI. 33.)

Zusammenfassung. Die natiirliche diatonische Tonleiter lisst sich als gesetz-
missiges Tonspektrum darstellen. Aus der Serienformel geht hervor: 1. die be-
sondere Bedeutung des Grundtons und der Quinte, 2. die Zuordnung konjugierter
Toéne. Diese verlangt, dass die vollstanlige Tonleiter aus 8 Ténen besteht.

Schon die alten Griechen kannten den Aufbau der diatoni-
schen, d.h. 7-stufigen Tonleiter. Pythagoras zeigte, wie man die
Intervallverhiiltnisse der 7 Téne mathematisch unter einziger
Beniitzung des reinen Oktaven- und Quintenintervalls aufbauen
kann. Dieses Pythagordische System, nach dem die Tonleiter
nur aus grossen ganzen Tonen (°/g) und Pythagordischen Halb-
tonen (256/,,,) besteht, ist bis ins 16. Jahrhundert auch das prak-
tisch dominierende gewesen. So bestrickend es durch seinen kon-
sequenten Aufbau und auch durch seine Anlehnung an die Praxis
der reinen Quintenstimmung 1st, so wenig konnte es den Anfor-
derungen der Modulationsfahigkeit der modernen Musik gentigen.
Auch der chromatische Ausbau nach demselben Prinzip des
Quintenzirkels und unter Beniitzung der enharmonischen Ver-
wechslung gewisser Toéne, d. h. der Zusammenlegung ganz benach-
barter Tone, konnte den praktischen Bediirfnissen nicht gerecht
werden. Erst die Erfindung der gleichschwebenden Temperatur
durch Werckmeister und ihre Einfithrung durch J. S. Bacn schuf
das fir die moderne Musik geeignete Ausdrucksmittel. Auch die
reine oder natirliche Stimmung, die 1m 16. Jahrhundert durch
Zarvino eingefiihrt wurde, ist schon liangst durch die temperierte
Stimmung verdringt. Sie wird aber theoretisch immer von grund-
legender Bedeutung bleiben, da sie uns einzig den gesetzmissigen
Aufbau der diatomischen Tonleiter und ihr Verhdltmis zu der
Harmonie und Tonfiithrung in der Musik verstehen lasst.

Die Auswahl der Tone griindet sich hiernach auf die Verwandt-
schaft derselben mit dem gewahlten Grundton, wobei unter dem
Grade der Verwandtschaft zweier Tone das Vorhandensein mehr
oder weniger zahlreicher gemeinsamer harmonischer Obertone
verstanden 1st. So sind in der Durtonleiter mit ¢ als Grundton
d e g und h einfach Obertone von ¢, die durch Division mit 2, 4, 8
in die Oktave ce¢; hinunterversetzt sind. Auch f und a besitzen
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mit ¢ gemeinsame Obertone. Die Zahl der gewihlten Téne be-
stimmt sich darnach, dass die Tonschritte hochstens 1 und min-
destens 1, Ton betragen sollen. Aus diesem Aufbau, ber dem
tibrigens 3 Intervalle, der grosse und kleine Ganzton (*/g und 19/),
sowie der Halbton (!%/;;) verwendet sind, 1st ohne weiteres die
Stellung von ¢ als Grundton ersichtlich.

Wie im folgenden gezeigt sei, lisst sich der gesetzméssige
Aufbau der diatonischen Tonleiter, die Auswahl der Toéne und
thre Beziehung untereinander noch in ganz anderer Weise zum
Ausdruck bringen. Es i1st néamlich moglich, die emnzelnen Tone
als Glieder eines gesetzmissigen Tonspektrums darzustellen, eine
Eigenschaft, die rein wieder nur m der natiirhichen Stimmung
zum Ausdruck kommt und damit neuerdings die ausgezeichnete
Stellung dieses Systems hervortreten lisst.

Es ldsst sich namlich fir die Dur-Tonleiter eine Serienformel
angeben, nach der sich das Intervall I der einzelnen Tone gegen-
iber dem Grundton ¢ aus einer Laufzahl n berechnen ldasst. Und
zwar erscheint die Tonleiter aus zwer Tonspektren zusammenge-
setzt. Die eine Formel gilt fiir die untere Iélfte gfede und die
andere fiir die obere gahe;. ¢ 1st dabei der Ausgangspunkt fiir
beide. Bezeichnen wir die Intervalle fiir die untere und obere
Gruppe mit I, bez. I, so gilt
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Die Téne mit ihren entsprechenden Laufzahlen sind

1 2 7
¢c d e f g a h ¢
o 7 3 2 1
Frigt man nach der Grosse der Intervallinderung bei ver-
schiedenen laufzahlen, so findet man, dass sie bei gleichen n in
der unteren und oberen Serie zahlenmiissig gleich ist,' nimlich:

dJ, dJ, 1

dn dn  (n+1)2°
Sie ist am grossten bei der Quinte (n = 1) und nimmt asymp-
totisch nach ¢ und ¢; hin gegen null ab (n = o). Das Serien-
gesetz bringt also sehr schon zum Ausdruck: 1. die beherrschende
Stellung der Quinte, die man ja in der Harmonielehre die Domi-
nante nennt (Ausgangspunkt beider Serien), 2. die Stellung von
¢ bez. ¢; als Grundton oder Tonica (Seriengrenzen). Da ferner
der Intervallgradient in der unteren und oberen Serie gleich ist,
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so folgt, dass die beiden Serienkurven symmetrisch auseimnander-
laufen miissen. Tone mit gleicher Laufzahl in beiden Reihen
miissen daher gleichen algebraischen Intervallabstand wvon ¢
besitzen. Die meisten Tone der Serienformel sind zwar, um
optisch zu reden, verboten. Bemerkenswert ist aber, dass die
vorkommenden Laufzahlen in beiden Serien die gleichen sind.
Eine Ausnahme scheint nur darin zu bestehen, dass oben die
Laufzahl 3 und damit der Ton b mit I, = 7/, fehlt. Die Gleich-
heit des Serienverlaufs in beiden Tonleiterhilften und die strenge
Zuordnung der Téne derart, dass immer zwei Tone mit gleichem
algebraischen Intervallunterschied gegeniiber g vorhanden sind,
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lassen es vermuten, dass dieses b eigentlich zur Tonleiter gehoren
muss, aber aus irgendwelchen Griinden verloren gegangen ist?).
Wahrscheinlich musste einer der Tone b oder h verschwinden,
um die Aufeinanderfolge mehrerer Halbtone in der Tonleiter zu
vermelden. Und hier behauptete h, trotz seiner geringeren Ver-
wandtschaft mit ¢, seine Stellung, da das Ohr vor dem Schlusston
ein kleines Intervall verlangt. Folgende Tabelle liasst die Verhiilt-
nisse auf Grund der Seriendarstellung ohne weiteres iiberschauen.
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1) Die diatonische Tonleiter der alten Griechen enthielt diesen 8. Ton, ein

Umstand, der ziemlich zu diskutieren gab. Siehe etwa ZELLNER, Vortrige iiber
Akustik 1892, Bd. II, S. 160f.

n -+ 2 7 2n -1
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Man verifiziert ohne weiteres fiir konjugierte Tone:

ot 3a=12s+53=54+ 74 ="+ ¥[g=1+2=3.

Wir erwihnen, dass man auch die Molltonleiter (wenigstens die
“aufsteigende in der sog. melodischen Form) im gleichen Spek-
trum erhilt, wenn man das Glied n = 3 durch das mit n =4
ersetzt. Dies entspricht dann dem es mit [, = ¢/, und einem b’
mit I, = %/, welch letzteres analog wie das b mit I, = 7/, aus-
gelassen ist. Zum Schluss geben wir die Resultate noch in graphi-
scher Darstellung.

Bern, Physikalisches Institut der Universitit.
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