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Eine vereinfachte Ableitung der Kleln-lehma-Formel
von Gregor Wannier.
(25. XI. 35.)

Seit der Ableitung der Streuformel von KreIN und NIsHINA aus der Dirac-
schen Strahlungstheorie durch WarLLER!) sind die Methoden auf diesem Gebiete
erheblich vereinfacht worden. Trotzdem ist in der Literatur noch keine durch-
sichtigere Ableitung zu finden; diese Liicke soll die vorliegende Arbeit ausfiillen.

I
Die Streuung von Licht am freien Elektron ist ein Doppel-

prozess, bel dem ein Lichtquant der Frequenz w,, der Fortpflan-
zungsrichtung %, und der Polarisationsrichtung A, tibergeht in
ein solches der Frequenz w,, der Fortpflanzungsrichtung n, und
der Polarisationsrichtung Ay zugleich geht ein KElektron aus
seinem Ruhezustand B, = m ¢ mit Spin o0, in einen Zustand

E,, mit Spin ¢, iber. Der Prozess gehorcht bekanntlich dem
Energie- und Impulssatz, d. h.

me2+how,—HE,—hoy=20
hwgng—¢D m—h oy ny =0. (1)
Dies ergibt fir die ausgestrahlte Frequenz
1 1 1 _—

hos, ho, mc (1 =7, ). @)

Nehmen wir gleich an, der Anfangsspin o,  sei nicht bekannt
und der Endspin o, werde nicht beobachtet, so erhalten wir fiir
die Ubergangswahrscheinlichkeit W (m, s’) den Ausdruck?)

y 27 1 2 ss’ |2 ; p ‘
W(m,s):T-~2— > Vn’m’~ o (m,s’) -t. (3)
n'm’ =1 e

V%}n ist das Ubergangsmatrixelement des Prozesses und o (m, s')

1) I. WaLLER, Zs. f. Phys. 61, 1930, 837.

) Fiir eine ausfithrlichere Darstellung dieser Ableitung sxehe irgend eine
Darstellung ‘der Quantenelektrodynamik, z. B. FErmi, Rev. of mod. Phys. 4,
1932, 87 oder WeNzEL, Handb. d. Phys. Bd. XXIV, 1.
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die Dichte der Endzustdnde bezogen auf ihre Energie h oy, + E,, .
Dies ergibt bekanntlich

2w d wy 2 o} . do (4
473¢® d(hwy +H,) 4n3c3hw m c?

e (m,s) =

wo Q = Volumen des Raumes, in dem der Prozess sich abspielt,
m = Masse des Elektrons, ¢ = Lichtgeschwindigkeit, d w = Ele-
ment der Einheitskugel fiir die gestreute Strahlung s’. Bei fest-
gehaltener Polarisation Ay steht hier noch ein Faktor 3.

Weiter gilt bekanntlich in zweiter Néherung

2 _ (472;232)2(2?;8) (22)3’)n mZ—l’K (s, 8’ (5)

wo e das elektrische Elementarquantum und

n’' I m’ (o kn v U m’
(am WMD) | K@it (s)) -
E, —E +ho, Em— B —h o,

2 ’

58
S v
nm’'=1 "M

K¥™ (s,8") = 2
T3
mit
y — c
7(8) = A, e: o (6 2)
Ty N &
k(s) = Ay e c
Gleichung (6) enthilt die davon abgeleiteten Matrixelemente;
mit & und B bezeichnen wir die bekannten Operatoren der Dirac-
gleichung.

Aus der Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir den Wir-
kungsquerschnitt ¢ des-Elektrons durch die Beziehung

14

azfc—!iW(m,s’)=23zfs(ﬁ)dz9. (7)

Dann ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
s (#) auf Grund von (3), (4), (5):

E o
m c? -

s (9) = et (8)

S Ry

snm

Den Summenausdruck muss man sich iiber alle Polarisationen
gemittelt denken. Seine Berechnung bildet nun die Aufgabe der
folgenden Seiten.



Ableitung der Klein-Nishina-Formel. 867

II.

Die ﬁngéstﬁrten Eigenfunktionen des Elektrons sind Spinoren
mit vier Komponenten und geniigen der Gleichung

(B+cap+pfme)p=0. 9)

Sie sind von der Form
eh "

I =) e 0

wie in Frrum1, Seite 116, genauer ausgefithrt wird. Dabei kann
einerseits n’ 4 Werte annehmen, andererseits besitzen die Spinoren*
u* 4 Komponenten, sodass eine Matrix " entsteht. Sie ist
unitir, einerseits wegen der Orthogonalitit und Normalisierung
der ¢, andererseits wegen ihrer Vollstindigkeitsrelation.

Wir haben nun die Matrixelemente der Ausdriicke (6a) zu
untersuchen; sie lauten

ko

WEE) = [ ®) Ay (p)te  © dv. (1)

Die geschweifte Klammer steht hier wie im folgenden fiir
das skalare Produkt zweier Spinoren. Ausgeschrieben bedeutet
es also

FoE
Wg N T

ryr 4 —yr il ’ [ ;
YO = X We) Ay pye ¢ dv. (1)
v, u=1
Das Einsetzen von (10) in (11) zeigt, dass die eigentlichen
Integrale einen Impulssatz zur Folge haben und sich dann auf 1
reduzieren, sodass nur die Spinorprodukte iibrig bleiben. Setzen
wir, diese in (6) ein, so wird

gt _ <o {87 (D), (Ay ) w¥ (p)} {EY (py), (A, o) w (o)}

=1 En + h W _El, (P;l)
L L8 P, (A ) 0 ()} {BY (o), (Ao w) w (P} 4
e E, —h oy —EY (p,)
Die Impulssédtze haben die Form
| ?/é_l" L Py ;;l's = ;l, == ;)m + h e %s’
' ¢ c
i S-S 1. N (18)

c c
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d. h. sie weichen nur fir den Zwischenzustand voneinander ab
und bestédtigen Gleichung (1). Nun formen wir (12) um:

S (8 (0, (1 3) (Bt b+ Hip)at (o0} {» }
(E'n + h (’Os)2 — (E (pll))z

(v @ @) Lo @)}

H(p)=—cpa—pmc

nm’ __
K‘nm -

WO

Auf Grund der Energie- und Impulsséitze und der allgemeinen
Beziehung |

S (pr), 0 - ub (pa)} (% (pa), P+ (o)} =(@ (py), O - P b (pg}

ham1
schreiben wir dafiir:

KYo — (@ (p,), (P + Q) w (p)} (14)
wobel '
P m[(zs,;> (me? (1 —B) +h o, (1 —me @) (4, @)]

Q=— + (A7) (me2(1-B)—h oy (1—ny ) (Ay 2)]. (15)

2mch wy

Wir ersehen aus Gleichung (8), dass wir von (14) das Modul-
quadrat bilden miissen, dass aber die Summe tber n’ und m’ nur
die Zustdnde positiver Energie umfasst. Wollen wir doch iiber
alle 16 K summieren, so bendtigen wir die ,,Vernichtungsopera-

B (p)
Vpn) =4 (144 2ok)
1 -

=07 [me2 (1—B) +h w,(1—nsa) —h oy (1=ny a)]. (16)
Sie haben, ihrem Namen entsprechend, fir Zustinde positiver
Energie den Eigenwert 1, fiir solche negativer Energie den Wert 0.
Da die uﬁ’ unitidr sind, fallen sie dann aus der Rechnung
und es verbleibt:

S (K= Spur[(P+ Q) V () (P + )V (pa)]- (17)
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Dabei bedeutet P die transponierte Matrix von P, d.h.
P"=P". Wenn sich aber die Matrix, wie in unserem Falle, als
Produkt Hermrre’scher Elementarfaktoren schreiben ldsst, so
1st die transponierte einfach gleich der Ausgangsmatrix mit umge-
kehrter Reihenfolge der Faktoren.

Die Berechnung des Ausdruckes (17) ist #usserst einfach,
wenn man sich nur eine Anzahl Rechenregeln fiir die o und g ver-
gegenwirtigt. Wir wollen hier zusammenstellen, was wir brauchen:

a) Aus
a0y + oy %y = 2 Oy

folgt
(Ao) (Ba) + (Ba) (Aa) =24 B

wobel hier wie im folgenden die Vektoren mit grossen lateinischen
Buchstaben sowohl unter sich, als mit den « und A kommutieren
sollen.

b) Aus a) folgt insbesondere
(Ao) (da) = A2
und wenn 4 Einheitsvektor ist
c) 1—Ada)2=2(1—A4a).
d) Wir kénnen a) auch in der Form schreiben
(1+ Ada) (Ba)— (Ba) (1 — Aa) = 2 4B.
e) Dann folgt daraus, wenn A Einheitsvektor ist
(1—A4da)(Ba)(1—Aa)=—2(AB) (1 —43).

f) Aus.

xf+pa=0
folgt

1+B)a—a(1—p =0
und weiter
2) 1—fa(l—p5=0
ja liberhaupt
(1—F) (412 (Ag2) -+ -+ (dya) (1) =0
wenn die Zahl n der «-Faktoren ungerade ist.

Neben diesen Rechenregeln bendtigen wir nur noch wenige
Spurformeln, némlich
*
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h) Die Spur eines Produktes ist gegeniiber zyklischer Ver-
tauschung der Faktoren invariant.

1) Die Spur der Einheit ist 4.

k) 31S[(Aa) (Bx)]=A4B.
Die Formel folgt leicht aus a), h) und 1).
Endlich gilt die allgemeine Regel:

1) Ein Produkt, das eine ungerade Anzahl von Faktoren
o oder B enthilt, neben Ausdriicken, die von %, resp. 8 nicht ab-
héngen, besitzt die Spur 0.

Sie ldsst sich so beweisen :

Wir schreiben unseren Ausdruck als Summe von Produkten
der «; und B und bezeichnen eines davon mit I Wenigstens
einer der 4 Faktoren tritt eine ungerade Anzahl von Malen auf.
Unter den anderen hat es zwei, die entweder beide eine gerade,
oder beide eine ungerade Anzahl von Malen auftreten. Der tbrig-
bleibende Faktor sei z. B. «,. Fiir ihn gilt dann

e L+ oy =0.
Wir schliessen daraus
S[=8[ oy 0, =—8[ay o]
Dies gibt aber wegen h)
= —8S[IMa,a,]=—8[I]=0.

Nun zerlegen wir (17) in seine 4 Teile und berechnen diese
einzeln :

S[PV (p.) PV (pu)] =
1 1 S i
452 w2m2ct B 'Z"S[(As’“)(ln—éz—(-l‘ﬁ’)-i—hws(l-—hnsoc))

Ay 0) (1—B) (4, @) re2 E—F) + h o, (1 —n, ) (A )
(meA—B) + haws (1 —n, @) —h oy (1 —ny )]

Die Streichungen in der zweiten und sechsten Klammer er-
folgten auf Grund von Regel g), sodass man jetzt mit h? w,* kiirzen
kann. Daraufhin zerlegen wie die letzte Klammer in ihre dre:
Summanden und vereinfachen dann das erste Glied auf Grund der
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Regeln h) und g); bei den beiden andern ist der Faktor 1 —§
-wegen 1) belanglos, worauf man zuerst b), dann ¢) anwenden kann:

- g TSt D (4,3 0—p) (A7) (4. 1—p
+ 20 o, (4y ) (1-n %) (Ay o) (1 —n, )
—%h wy (Ay0) (1 —n, 2) (Ay o) (1 —ny 2)].
Nun beniitzen wir fiir das erste Glied f) und entfernen g, fir

das zweite e), fiir das dritte d), vereinfacht durch (fL, Es) =],
Nach einigen Reduktionen auf Grund von b) verbleibt:

:m ; i—S[Z mc® + 4 h o, (Zs %s) (4y o) (1 —'7% 07)

— %% wy (1 —ny %) (1 + 1y )]
Dann ergibt endlich 1), k) und I):

S[PV (p) PV (pn)] =

2m2164E [m e+ 2h w, (Ay )2 —h oy (1—@ ny)].  (18a)
Man erhilt analog
S[QV (pa) QV (pu)] =
2m2104E (me2—2h wy (4, ;’; N2+ h oo, (1— ;37:3)] (18b)
Weiter wird .o
S[PV (p) @V (pm)]=
1 1

T AmP B, o, 0y 4 S [(dy ) (ne2(1—p5) + h o, (1 —n, )
(A, @) (1= B) (dy o) (me@—F) — h oy (1—ny %)) (4 )
(me2(1 =B+ how, (1 —n, 0) —h wy (1 —ny x)].

Wir trennen wieder die letzte Klammer in ihre Glieder, redu-
zleren dann das erste nach g), die beiden andern nach e):

1 . 1 R PR 3
= imiam, 4Sme (Aya) (A,0) 1 —B) (Ay 2) (A, 5) (1—p)
—2h o, (dyny) (1—n, @) (4, @) (4y %) (1—ny oc) (A )
ey .

+ 21 @y (s ny) (Ay o) (1—n, ) (4, o) (dy o) (1—ny @)].
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Nach der Ausreduktion von g erfolgt die weitere Vereinfachung
im ersten Glied nach a) n den beiden andern nach d) mit Hilfe

der Beziehungen A,m, = A, ny = 0; dann wie oben Reduktion

wegen b). Fir die Spurbﬂdung kommt man dann wiederum mit
1), k) und 1) aus. Es ergibt sich

S[PV (p.) QV (pa)] = (18c)
L tmer@ (A, A —1) —h w, (A7) + oy (A, 7).

_—
2m2ctE,

Genau derselbe Ausdruck ergibt sich auch fiir

S[QV (p) PV (pu)]- (184)
Vereinigen wir die Formeln (18) zu (17), so folgt

2

Z | Krm (s, s

nm =

,,,,, 1 rimerd, 23,)2 + (hw,—h wy) (1 —nsng)].  (19)

Nun folgt aus (2)

(h ws_h C!)s') (]_-—-;—),s'fﬁs,) _—_—:mcz( ..... - _2)
Wy Wy

Weiter ergibt sich bei der Mittelung iiber die Polarisation
der beiden Lichtstrahlen

(4, 4,)* = } (2 —sin2 9)
wenn

NNy = COS D.

Setzen wir endlich (19) in (8) ein, so erhalten wir die Streu-
formel von KreIN und NisHINA:

s (9) =

84 wgf W Wy
T ( et . g 19). (20)

5 \ Oy Wy

Auch die Formel mit festgehaltener Sekundérpolarisation folgt
ohne weiteres aus unseren Gleichungen.

Es moge bei dieser Gelegenheit noch erwdhnt werden, dass
die Ableitung der K. N. f. auf Grund der relativistisch invarianten
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Stérungstheorie von E. SttckeLBERGY) ebenfalls zum Ausdruck (17)
fithrt. Man muss dazu nur den ,Erwartungswert’ von y, 2+ Q
(vgl. § 4, loc. cit.) in eine Spur verwandeln mit Hilfe des Ver-
nichtungsoperators V (¢,); es gilt ndmlich

Zz%f@+A¢dT:/‘{¢,ﬁAtp}dr

— 1S @ (pa), B Au (p)}

n'=1
=1 S[p-4-V (pa)]-
Wegen der Relation

Vpw V(Pw =V (0n)
erhilt man daraus
ya Q" Q=2E;S[(P+Q)V (pn) (P+Q)V (pn)]
wie oben, Gleichung (17).

Die Anregung zu dieser Arbeit, sowie verschiedene praktische
Winke verdanke ich Herrn Dr. V. Wrissgorr, dem ich an dieser
Stelle meinen Dank aussprechen méchte.

Physikal. Institut der Universitat Genf.

) E. C. G. STUCKELBERG, Ann. d. Phys. 21, 1934, 367.
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