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Die Anwendung eines Satzes iiber die Nullstellen Stochastischer
Funktionen auf Turbulenzmessungen
von H. W. Liepmann.
(18. III. 1949.)

Zusammenfassung. Die mittlere Anzahl der Nullstellen einer stochastischen
Funktion steht nach RICE im direkten Zusammenhang mit dem mittleren Quadrat
ihrer Ableitung. Wendet man diesen Satz auf die Komponenten der Schwankungs-
geschwindigkeit in isotroper Turbulenz an, dann kann man unter gewissen Voraus-
setzungen die fiir die Dissipation charakteristische Lénge A durch Zahlung der
Nullstellen bestimmen. Messungen dieser Art sind durchgefiihrt worden, und die
Ergebnisse wurden mit drei anderen unabhingigen Bestimmungen von 4 ver-
glichen. ‘

1. Die Zahl der Nullstellen einer Stochastischen Funktion.

Sei J(f) eine stochastische Funktion der Zeit ¢. Der zeitliche
Mittelwert J(t) sel null und der durch J(f) beschriebene Vorgang
stationdr, d. h. die Korrelationstunktion

p(r) = J{O)J (t+ 7)

h%i,nge nur von 7 und nicht von ¢ ab. Wie oft nimmt die Funktion
J(f) im Mittel in der Zeiteinheit den Wert & an? Fragen dieser Art
sind von Rice!) diskutiert worden*). _

Unter gewissen Voraussetzungen gilt speziell fiir die mittlere
Anzahl der Nullstellen Ny, (6 = 0), in der Zeiteinheit

1 0)
e '

Da fiir einen stationdren Prozess mit y(7) gilt:

" dJ\2 _ —;
— (0):(?{) — g2
folgt
g2
2 _ ~ 2
NO .752!]2 ( )

und damit hat man eine Beziehung zwischen der mittleren Anzahl

*) Weitere Literaturangaben findet man in der Arbeit von RIcE.
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der Nullstellen und dem mittleren Quadrat der Ableitung. Definiert
man eine Spektraldichte F(n) derart, dass

p(0) = 7% = [F(n) dn

1st, dann gilt:

y(t) = wa(n) cos (2 mt) dn

und oo
— p"(0) = 472 f n2 F(n) dn. (3)
Dann folgt aus (1) auch: ’
fojﬁ F(n)dn
Nz =42 =4n?
fF(n) dn

Die Relation (3) ist analog der einfachen harmonischen Schwingung,
fiir welche N2 = 4 n? ist.

Die Voraussetzungen, die zu der Beziehung (1) fihren, konnen
durch eine einfache Uberlegung gezeigt werden. Fiir eine strengere
Ableitung siehe Rick (loc. cit.).

Sei p(&) d& die Wahrscheinlichkeit dafiir, J(f) zur Zeit t im
Intervall &, & + d& zu finden. Fragt man jetzt nicht nach der Ver-
wellzeit im Intervall &, & + d&, sondern nur nach der Anzahl der
Durchgénge, dann ist es offenbar gleichgiiltig, wie lange die Funk-
tion bei einem Durchgang im Intervall bleibt. Um die Wahrschein-
lichkeit eines Durchganges zu erhalten, muss man daher um die
Wahrscheinlichkeit J(f) im Intervall &, £4+d§ zu finden, jeweils durch
die Zeit T dividieren, die J(f) wahrend dieses Durchganges in dé
verbringt. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Durchginge
und dem mittleren Quadrat der Ableitung J'(#)2 kommt dann
natiirlich dadurch zustande, dass die Zeit T von J’(f) abhéngt. Sei
p (&, ) dé dn die Wahrscheinlichkeit, dass J(f) im Intervall &, & + d&
ist und gleichzeitig J'() im Intervall 5, n + dx. Dann ist die Wahr-
schemlichkeit dafiir, dass J(f) das Intervall mit einer bestimmten
Ableitung % iberschreitet

M)TM =p(&n) [n]dn
da
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ist. Integriert man weiterhin tber alle moglichen 7, dann erhalt
man die Anzahl der Durchgtinge durch & pro Zeiteinheit:

Ne= [ 1ulp(& ) dn @

A as der Gleichung (4) folgt (1) unmittelbar unter der Annahme, dass
v (&, ) eine Gaullsche Verteilung ist und der Prozess stationir,
d.h. J(t) J'(t) = 0.

Wesentlich i1st hier, dass J(f) und J'(f) statistisch unabhang1g
sind, d. h. dass p (&, %) das Produkt einer Funktion von & und einer

Funktion von 7 ist. Schreibt man p (E, n) = 1(&) m(n), dann folgt
aus (4:) 400

Ne=1() [ Inlm0n) dn =1 [n] )

—o0

Fiir eine Gaullsche Verteilung geniigt dafiir das Verschwinden der
Korrelation JJ’. Im allgemeinen ist JJ’ = 0 zwar notwendig, aber
nicht hinreichend fiir eine statistische Unabhingigkeit wvon oJ (f)
und J'(f).

Fiir lineare Vorgéinge kann man im allgemeinen ze1gen dass J (t)
und J'(t) gaussisch verteilt sind. Fiir die Strahlung eines schwarzen
Korpers findet man einen solchen Beweis bei v. Lauk?) und der
entsprechende akustische und elektrische Fall findet sich z. B. in der
zitierten Arbeit von Rice. Die Miglichkeit die Gleichung (1) auf
Turbulenzmessungen anzuwenden ist meines Wissens zuerst von
DrypEN erwidhnt worden.

Turbulente Schwankungen gehorchen aber einer nichtline-
aren Gleichung, und infolgedessen kann auf eine Gaullsche Ver-
tellung nicht in derselben Weise, wie z. B. in der Strahlungstheorie
geschlossen werden. Im Gegenteil, die Ableitung einer turbulenten
Geschwindigkeitskomponente ist sicher nicht gaussisch verteilt.
Das folgt im wesentlichen aus den Bewegungsgleichungen in der
von KArMAN und Howartr?®) gegebenen Form und i1st durch Mes-
sungen von TowNsSEND?) bestétigt worden. Es ist aber interessant,
zu priifen, wieweit sich diese — im allgemeinen schwache — Ab-
weichung von einer Gaulischen Verteilung in der Zahl der Nullstellen
auswirkt und wie weitgehend die Zahl der Nullstellen ein turbu-
lentes Schwankungsfeld charakterisiert.

Messtechnisch ist die Methode sehr anziehend, da mit einer Zahl-
anordnung ohne weiteres Mittelwerte iiber fast beliebig lange
Zeiten genommen werden koénnen.
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2. Beziehungen zur isotropen Turbulenz.

Unter 1sotroper homogener Turbulenz versteht man bekanntlich
nach G. I. TaAvyror ein Schwankungsfeld, in dem Funktionen der
Geschwindigkeitskomponenten %, (xy, f) und ithrer Ableitungen in-
variant gegeniiber Translation, Rotation und Reflexion des Koor-
dinatensystems sind. Experimentell stellt man ein solches Feld
dadurch her, dass man eine méglichst gleichmiissige und turbulen z-
frele Stromung mit konstanter Geschwindigkeit U durch ein Gitter
stromen lasst. Das Feld im Nachlauf des Gitters ist dann angenihert
1sotrop und im Kleinen homogen. Die Komponenten der Schwan-
kungsgeschwindigkeit an einem festen Punkt u, (f) konnen dann mit
der stochastischen Funktion J(t) identifiziert werden. Aus mess-
technischen Griinden ist es am einfachsten, die Komponente wu, (t)
in der Richtung der mittleren Geschwindigkeit U zu untersuchen.

Das Resultat fir das mittlere (Quadrat der Ableitung (d;iu;)z’ das

aus der Ziahlung. der Nullstellen erhalten wurde, konnte mit den
Ergebnissen der zwei folgenden unabhidngigen Methoden verglichen

s
'd't)
durch Differentiation mittels einer Kapazitits-Widerstands-Anord-
nung (vergl. TownsexD?)) und auch mit der Messung der Spektral-

werden: N#amlich einmal mit der direkten Messung von (

dichte F(n) aus der (%?;1)2 durch graphische Auswertung von

f n? F(n) dn entsprechend Gleichung (3) gewonnen werden kann.
0
Bisher haben wir nur Zeitfunktionen betrachtet. Fir die Dyna-

mik der Turbulenz sind aber besonders die rdumlichen Korrela-
tionsfunktionen wichtig. Diese riumlichen Korrelationsfunktionen
werden nach v. KArRMAN am besten in der Form der Korrelations-
tensoren eingefiihrt.

In isotroper, homogener Turbulenz bestimmt dann eine skalare
Funktion, z. B. f(x), den Korrelationstensor zweiter Ordnung:

R (g, D u, (], 1)
= s

Die Beziehung zwischen der zeitlichen Korrelationsfunktion v(7)
und f(z) wird im allgemeinen dadurch erhalten, dass man setzt:

(6)
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d. h., man nimmt an, dass die Turbulenz unverzerrt mit der Ge-
schwindigkeit U transportiert wird. Diese Substitution ist — selbst
fir kleine Schwankungen — meines Wissens nie theoretisch ein-
wandfrei bewiesen worden, und sie kann mit Recht bezweifelt wer-
den®). Die wenigen Messungen, die einen Vergleich zwischen rium-
licher und zeitlicher Korrelation zulassen, haben allerdings vor-
tdufig keine systematischen Differenzen gezeigt und dasselbe gilt
auch fir die \Iessungen dieser Arbeit. Nimmt man emstWeﬂen an,
dass die Substltutlonen (6) erlaubt smd dann kann man schre1ben

U (du e U TROE o, O
(”oﬁ"") =% (dx) = U0 =

A 1st eine Grosse, welche charakteris.tisc_h fir die Dissipation der
turbulenten Energie ist. Die Dissipationsgleichung in isotroper
Turbulenz lautet bekanntlich (siehe z. B. ref. (3))

Cda? 15 uu? Ao T
?C’D do 2% ()

A2

und die Grosse 4 kann daher aus Messungen des Abklingens der
Turbulenz bestimmt werden. Messungen digser Art wurden auch
durchgefithrt und die so erhaltenen Werte von A4 kénnten mit den

erwihnten Messungen von (—d’ﬂ)z verglichen werden. Im folgenden

dit
wird — mlt dem erwihnten Vorbehalt — auch fiir dle Grosse
-Uzl E (Z%;l) wie ubhch kurz -L gesehrleben werden.

3. Messapparatur.

Windkanal

Die Messungen wurden in einem kleinen Kanal mit einem Quer-
schnitt von 20" - 20" ausgefithrt. Der Turbulenzgrad dieses Kanals
ohne Gitter ist klein:

[£5] "~ 8104
Ein Gitter von 1,27 cm Maschenweite wurde zur Erzeugung von
isotroper Turbulenz benutzt. Die Messungen wurden mit den Stro-
mungsgeschwindigkeiten von 630 cm/sec und 1130cm/sec ausgefiihrt.

Hitzdrahtanordnung.

Die Schwankungen der Stromungsgesohwmdlgkelt wurde m1t4
Hilfe von Hitzdrahten und kompensierter Verstarkung aufgenom-
men. Wollaston-Draht mit einer 1,25 - 10-% cm dicken Platinseele
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wurde verwendet. Die Driahte waren 1 bis 2 mm lang. Der Platin-
draht wurde nach Ablosung des Silberbezuges an die Spitzen feiner
Niahnadeln gelotet. Die Anordnung ist frequenzgetreu innerhalb 29,
zwischen 2 Hz und 10000 Hz.

Zihlvorrichtung.

Die Nullstellen des Verstarkerstromes wurden mit einer Photo-
multiplierzelle auf dem Schirm eines Kathodenstrahloszillographen
aufgenommen und mittels eines Untersetzers wurde jede 2% = 512te
Nullstelle gezahlt.

Differentiation.

Der Verstirkerstrom konnte mittels eines Kapazitats-Wider-
standssystems &hnlich wie bei TownsEnD?) differenziert werden.
Der Verstarkungsgrad hier ist proportional der Frequenz zwischen
2 und 104 Hz.

Messung der Spektraldichte.

Die Spektralverteilung des Verstarkerstromes konnte mit Hilfe
eines Hewlett & Packard Wave-Analyzers mit konstanter Band-
welte, gemessen werden.

Korrektionen.

Die Resultate miissen fiir die endliche Lange des Hitzdrahtes
korrigiert werden. Das heisst dafiir, dass nicht «, (f) gemessen wird,

sondern ]
1
w(t,) =7 [t y) d
0

wo | die Léange des Hitzdrahtes ist. Fiir isotrope Turbulenz kénnen
die Korrektionsformeln angegeben werden. Fiir die Intensitétsmes-

sungen hat man
o 1/1\2
U2 = UL emessen [1 T 6 (‘l‘) ] ’

fir die A-Messungen

22 _ 32 G—3(l2

gemessen [1 — 18 T) J mit G=4t fIV(O).

Es 1st klar, dass die Korrektionsformeln nur dann Sinn haben,
wenn die Korrektionen klein sind, so dass man mit verhéltnisméssig
rohen Werten fiir 2 und G in den Korrektionstermen auskommt.
Bei den Messungen in dieser Arbeit war I/A < 0,5; G wurde aus dem
Spektrum bestimmt: G ~ 10 — 13, Ausserdem wurde die Korrektion
experimentell durch Verwendung von Driahten verschiedener Lénge
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bestimmt. Esergab sich fiir diehohere Geschwindigkeit (1130 cm/sec) :
(G — 8)/18 = 0,46. Dieser Wert stimmt mit den Messungen von G
geniigend genau iiberein.

Die Zahlvorrichtung muss ausserdem fiir das endliche Auflosungs-
vermogen korrigiert werden. Diese Korrektion erscheint zur Zeit
die unsicherste zu sein und triagt daher dazu bei, dass die Abwei-
chungen in den Resultaten der Zéhlmethode von den anderen Metho-
den nicht unmittelbar als reell angesehen werden kénnen. Die Wahr-
scheinlichkeit, zwel Nullstellen dicht hintereinander zu haben, kann
angegeben werden. Eine entsprechende Formel findet sich bei RicE
(loc. cit.). Die mittlere Anzahl Nj, der doppelten Nullstellen inner-
halb der kleinen Zeit T ist gegeben durch

2

Np = T5 No[G—1](N,T)*.
Identifiziert man dann T mit dem Auflésungsvermogen, dann
erhélt man eine Korrektionsformel fiir die gemessene Anzahl der
Nullstellen. Schwierigkeiten macht die Bestimmung von 7. Die
bisherigen Bestimmungen ergaben fiir die Anordnung 7' ~ 10~* sec.
Die Korrektion ist dann klein. Der Wert ist aber nicht zu ver-
trauenswiirdig und muss sicher besser bestimmt werden. Ausser-
dem kommt noch eine weitere Korrektion dadurch hinzu, dass unter
Umsténden sehr schnelle Durchgiinge durch Null nicht gezihlt
werden. In dieser Hinsicht ist die Anordnung sicher noch verbesse-

rungsfahig.

4. Resultate.

A oder besser 4% wurde bei den Geschwindigkeiten 630 cm/sec
und 1130 em/sec in einem Abstand von 81 Maschenweiten hinter
dem Gitter mit den verschiedenen Methoden gemessen. Die Resul-
tate sind in der Tabelle zusammengestellt.

Tabelle.
A%« 10% om®
Methode
| Nullstellen \ Spektrum }Differentiation ‘ Dissipation
1130 cm/sec 17,3 15,3 l 12,9 ' 13,9
630 cm/sec 23,9 25,8 [ 18,7 ’ 22,4

Die Messungen sind kaum genauer als 4+ 109, in A2, Exaktere
Fehlergrenzen lassen sich vorldaufig noch nicht angeben. Man findet
ndmlich, dass die gemessenen Werte zeitweilig genauer reprodu-
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zierbar sind, sich aber dann manchmal systematisch um einige
Prozent dndern. Wieweit derartige Anderungen durch die Appara-
tur bedingt sind, z. B. durch Irregularitdten in dem Gitter, muss
noch gepriift werden.

Innerhalb dieser Fehlergrenzen kann, wie aus der Tabelle er-
sichtlich, kein systematischer Unterschied zwischen den Resultaten
der verschiedenen Messmethoden sicher nachgewiesen werden. Fiir
die hohere Geschwindigkeit gibt die Zihlmethode zwar einen zu
grossen Wert fiir 42, fir die kleine Geschwindigkeit nicht. Dieses
Ergebnis legt den Verdacht nahe, dass das Auflgsungsvermogen der
Anordnung noch nicht gentigend berticksichtigt ist.

Weder der Einfluss einer Abweichung von der Gauflschen Ver-
tellung, noch ein Unterschied zwischen Zeit -und Ortsdifferenzierung
kann daher innerhalb dieser Fehlergrenzen sicher nachgewiesen
werden. '

Am California Institute of Technology ist zur Zeit eine ausfiihr-
liche Untersuchung der isotropen Turbulenz fiir das National
Advisory Committee for Aeronautics im Gange. Die hier disku-
tierten Fragen kamen im Rahmen dieser Arbeit auf.

Die Hilfe von K. Lagpmany, J. Jou~N Laurer und F. K. Cavana
bel diesen Arbeiten wird dankbar anerkannt.

Daniel Guggenheim Aeronautical Laboratory
California Institute of Technology.
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