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La self-énergie de 1’électron dans un champ
électromagnétique extérieur

J. Géhéniau, Université libre de Bruxelles, Centre de Physique Nucléaire et
F. Villars, Institut de Physique, Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich.

(1. X. 1949.)

La méthode développée par ScHwINGER pour calculer la self-
énergie de 1’électron libre peut étre étendue au cas d’une particule
électrisée dans un champ électromagnétique, en utilisant des fone-
tions S (x, ') et S (z, ') qui tiennent compte de ce champ exte-
rieur. La self-énergie de 1’électron dans un champ extérieur différe
de celle de I’électron libre par des termes qui dépendent de ce champ
extérieur. Dans le cas d'un champ constant, les termes linéaires
définissent un moment magnétique intrinséque de 1’électron. Aucun
terme décrivant une renormalisation de la charge n’apparait alors.
Cec1 soutient la thése que la seule renormalisation de la charge est
celle introduite par la polarisation du vide.

Ce résultat permet de définir I'anomalie dx du moment intrin-

seque par ‘
' 0 Eserr |

8 i ey e
" 0 Hext |\H=0

en étroite analogie avec la définition générale du moment magne-
tique.

Les termes quadratiques définiraient une polarisabilité de 1'élec-
tron. Mais nous utiliserons ci-dessous les fonctions S (z, z') et S
(z, ") seulement dans une approximation linéaire par rapport au
champ extérieur.

La méthode s’étend naturellement au cas des nucléons. Nous
traitons brievement le cas du proton par la théorie du méson pseudo-
scalaire.

1. Les fonctions S, S et S 1), La matrice S (z, 2") est déterminée
par le fait qu’elle doit satisfaire aux équations de Dirac

(J{u dy: + xﬂ) S ('r’ '/’U,) = 0 (])
: ‘ 0 -
d,=0,—ied, 0, =

i
0 z,
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et aux mémes conditions initiales (pour f = t') que la fonction S
(z—z") (1). On peut exprimer S (z, z') & 'aide d’'une matrice 4
(x, ") de la maniére suivante:

S (@, 2') = (y,d,— %) 4 (2, 2) (2)

Cette matrice A doit vérifier le systéme d’équations du second
ordre de Drrac

(,d

o 4

—ug+eM)A(x, ') = (3)

M=1F o

2 wy > uv

O =—ivyy,  Fo=0,4,-04, &

uy _ "

et les mémes conditions initiales que A (x—z'). Pour un champ
électromagnétique constant,

Z

Az, z') = [A (x—z') — 24 ==2) eMI exp (i [A'da")  (5)
0%, , 2

a des termes quadratiques prés par rapport au champ extérieur. On

peut évidemment, a cette approximation, remplacer I’exponentielle

par
x
] +l8 /A”dill”
et écrire e

_, pA m-ay

—
dxo

eM. (5

Az, ') = A (x—ua) [1 +.iefA”dm”]

Mais il convient de laisser I'exponentielle pour faire apparaitre
I'invariance de jauge.

Portons (5) dans (2). Il vient

S (x, z')- exp (»i e fA”dx”) -

(7,0, — o) | A(z—2') "A;%x’) 3M}+ i A(2— ) Fypy,(0,— )

2 X

I . ' (6)

- 1) Les notations non expliquées ici sont celles des notes de SCHWINGER, Phys.
Rev. 74, 1439 (1948) et 75, 651 (1949) que nous désignerons par ST et S II. Pour
les fonctions modifiées par le champ extérieur, nous écrivons simplement S (x, z’)
au lieu de 8 (z—a’), 4 (x, ') au lieu de A (x— z’), etc.
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Nous aurons besoin de

Az, ') = ~% e(x, 2 A (x, x")
N ) ___Aw( ) & d " "
= [J (4) . eM] exp Le‘[A dzx (7)
(h=&8, E=o'—2)
et de B
Sz, ') = (y,d,— %) 4 (x, 2) (8)
ou

CCI

Sz, ') - exp (fie /I/iA”da;”) =

1.0, — ) [A(N) =S5 e M| + 5 AN Fpp, (0p—3p).  (9)

%y

La fonction A (z, x") sera de méme définie par

()A()(

xo

AD (g, ") = [A(l) (2) — = U] exp (w / A" dx" ) (10)

SW (g, x') = (y,d,— %) AW (z, ') (11)

s

S(l) ($, 3;’) exp (?,6 / A_ﬁdél)”) -

T

- 341[] + i;' A(I) (;) If‘a,{i Va (wﬁ — T:B) (12)

et enfin

ou

0 A" (2)
0 xﬁ

(7,,0,— 0) | AV (2) —

2. Self-énergie. Les transformations qui conduisent a l'expression

he (@)= — ' [d*8{F (e + 87D NSV (@+& )+ DY ()

— 00

(#+& a)]y, v (@) +c.c.} (13)

de la densité de self-énergie de I'électron sont les mémes qu’en I'ab-
sence de champ extérieur (Scawineer S II, § 31). I’apparition de

l) Dans le cas d'un champ extérieur non homogéne des termes supplémentaires
apparaissent, dus au fait que la valeur moyenne du courant pour le vide n’est plus
nul, et décrivant ainsi les effets de la polarisation du vide par le champ extérieur.
Mais, puisque les sources d’'un champ homogéne peuvent étre placées en dehors du
domaine en considération, aucun phénomeéne de polarisation n’apparait dans notre
cas, comme on le vérifie d’ailleurs facilement a ’aide de (12).
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la fonction SU (z, ') provient de ce que les valeurs moyennes d’ex-
pressions telles que ,
y (2)y (2)

pour le vide (pas d’électron, pas de photon), sont évaluées dans le
vide modifié par le champ électromagnétique extérieur, tandis que
S (%, #) est introduit par I'anticommutateur {y (x), p (z')}.

En vertu de (9) et (12), et en posant

I' (&) =

0
ra - T o>
noE,

(13) est la somme de

/ At &y (x+ 8y, [D(A) I'() A (3) = DV (A) T (€ A(A)]y,

.’L‘j—& l

() - exp (ie / A”da;") + e c.[ (14)
& T 04 ) 0

11 = _4-.-:{0 e {1/) (x+ &) 7, [D(z) I o T DY (2) I'(€) . ]
My, w(x) + c.c. } (15)

111 = fFMqled‘*é{t}? (z+ &)y [D (A) AV (2) + DD (A) A (A)]

— 00

VY ¥aow (2) +c.c} | (16)

3. Caleul des wniégrales I, 11, 111 dans l'espace d'vmpulsion. D’une
manieére générale, une fonction f (z) et son inverse de Fourigr f (k)
seront liées par

! ] ikx 1a
f(LB) ="(‘é";z“)z'u/d4ke k f(/«l,)
I’intégrale I posséde 'invariance de jauge. En choisissant

x, I, F,, =—F,, = constantes

on a

[Arda = A, (x)&

b‘u-
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Dans 'espace d'impulsion, I donne alors, en n’écrivant qu’une com-
posante de Fourier % (q) exp (—1qx) de y (x)
=3 (;;d( y[d”c{ﬁ (@) e~ D (k) AN (k—q) + DV (k) 4 (k—q)] -
J—iy (k—q) + 23] 9 (x) + c. c. }

ou
q=q—eA ()
Or
(k—q)2+x;
1 w
= —2?’/ dv &' [k + v (g2 + »x2—2 kq)].

0
Introduisons cette expression dans I, et effectuons le changement

de variables

k' =k —0vq.
Il vient ainsi, en écrivant k au lieu de k',
1
L= g | d%fd@:{ai(q)e“i“’é’ (k24 202+ ¢) .
0

[—iyq(v—1) + 2]y (x) +c.c.}
ol
e=(v—v?) (g + ).
Permutons les intégrations et effectuons I'intégration sur k,. Nous
obtenons
s 7 [
e? : i iy
I,= s@ne / d”'l[‘”')’ﬂ(’f—l) + 22 u(g) e,
0
Bk e,
¢ (R+xivi+e)? l
Développée suivant les puissances de e, I, devient, en se limitant
au terme linéaire en &,

/dv q(1—v) + 2] wwf-----l”fﬂ“_--% p(z) + c.c.
(423 00’

el

B ] -
T 2(2a)e /dv ILWQ(}—U)nLQx]‘ue 102 (1—1) (@2 + %) .
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La premiére ligne donne pour I le terme de masse (infini logarith-
mique)

o0
» 3 e? f x*dx
ooy | B

) 3
o (1+2%)°

En tenant compte de ce que w (x) satisfait aux équations de
Dirac en présence du champ extérieur, la seconde ligne donne pour
I la somme d’un terme de Paurr:

4,, Mgwa 2[ (1 —v?) (17)
0
et d’un terme de la forme
0K
u
,07#, (18)

dont la contribution a la self-énergie est nulle.
Pour I’intégrale II, on a d’abord

gz MUk | 0 A(k—q)
I, = 4(21)4 /d%{‘"’ g)e [D (k) - —--55— 9 po (k) 0( 9

% %,
L (=B =] My, p(e) = c.c. ]
Grace aux relations
My, =y, M+2:F w8 Vs
Va(@¥ P — %) Ya=—2 01y p + 2 )
et en utilisant les équations de Dirac en 'absence de champ

ul(g) iy q=—xulq)
1l vient
u(q) y*[iy (q—k) — =y | My, =
—2u(q) (tyk+ ) M—4F, ;(q,—Fk,)u(q)y,.

Le second terme du second membre fournit & nouveau une contri-
bution du type (18). Il reste ainsi le terme de Paurt

0%0 0;{

o (2 )4 [d%{‘“'(Q) 6““""[1) (h:) D (k= ~0 4 po k) 04 (k- q)]

(vy ke + %) My + c. c.}.
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Cec1 se transforme en utilisant la relation

. (1) 7 1
D (k) 25 + A0 (k) 25 = — 2 [dv0s” (k2—2kqv)

g "y

et fournit le terme de PauL:
— S Sy My2 [ Lw—1). (19)
0 v

11 est facile de voir que III a la forme d'une divergence analogue
a (18) et peut donc étre laissée de coté.

Il reste donec, abstraction faite du terme de masse et des diver-

gences (18),
1

) 2 %
by (4) = _'4%) fﬁ‘l’ My-2 / dv(1—v)
;
ou
ho(2) =— (g ¥ My

ce qul est bien l'expression obtenue par SCHWINGER.

Self-énergie du proton. La méthode utilisée ci-dessus est appli-
cable au calcul de la self-énergie du nucléon et conduit a des re-
marques analogues. Nous nous placerons dans la théorie du méson
pseudo-scalaire avec la densité d’énergie d’interaction

b () = VS:tg{%;?S Yy P+ yyy®yp O*}

ou @ est I'opérateur fonction d’onde du champ de mésons, yp et
vy les opérateurs fonctions d’onde relatifs aux protons et neutrons
respectivement. Par les transformations habituelles, la densité de
self-énergie du proton s’écrit

hy (1) =— 27 g2 [0 E{yp (x + E[DD (2 + & 2) 24 (3)

+D(x+ & x) AV ()] pp (x) + c.c.}
ou
Q=9 00'5 + x4 (%, = masse du proton)
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Les fonctions singuliéres A4 et A se rapportent cette fois au
proton et D, DU au méson. A 'approximation linéaire pour le

champ électromagnétique extérieur
z+§

D(z 1 &2)=D(A) exp ie /A”dcc”

x
z+&

DO (z+&x) — DV (3) expie [A"da".
D’ou z
+0o :

By () = —2mg® [atéy (x + H[DO () 2A(R) + D (1) Q AD ()]

expied, (x) €&, + c.c.

ou, en introduisant & nouveau les développements en intégrales de
Fourier, et en n’écrivant que la composante u (q) exp (—t1q x) de

¥ (%),

_ 100
h(x) = — (é%g [ A%k we= %[ D (k) AD (k—q) + DD (k) 4 (k— q)]

A=ty (k—q) + %o}y (x) +c.c.

L’expression entre crochets est égale &
1

— 2 /‘d@ & (k'2+m2(1—v) +v2%) + &)
i
ou m est la masse du méson et

k" =k—vq

e=(v—0? (g% + %) .
Il en résulte que
+ 00 1 -

h, () = 422' /mdék""_”e—iqx Ao & (k* +m?* (1 —v) + 2 + o)
0 0 .
{i(1—2v)yq+ %}y () + c.c.

k? = K2 — k2

Mais

Effectuons I'intégration sur k, et sur la direction du vecteur K.
Il vient ainsi

1 loe]

hy(z) =— T (glemio= [dvo | —
2m q) 3 6/ [K2+m2 (1—v) + 02 x?‘; +g:"—-’-

{i(l—2)yq+ %}y (x) +c.c.

K*d K
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En développant a nouveau par rapport au petit terme ¢, le pre-
mier terme, indépendant du champ extérieur, est une correction de
la masse. Le terme linéaire en & fournit la correction au moment
magnétique. Par un raisonnement analogue & celui utilisé pour
I’électron et en laissant encore tomber les divergences,

’1 o0}
g 3 -, T P K2d K

h(z) = 2=—5ep Muyx, /dfz, v2(1—0) / e e
& ¢ [K24+m?(l-v)+vix,]®

Ces intégrales s’évaluent facilement. En intégrant sur d%q, ce qui

réintrodait ¥ (x), et en posant o = m/x,,

V4_52 e 2
2 2) 1o L1
+ 0%2(2— 62 log 5"

o [
s !

h) - Mo

C’est exactement le résultat obtenu par Lurrincer!) et Cask?).
La méme méthode fournit également le résultat de ces auteurs pour
la correction au moment magnétique du neutron.

1) Helv. Phys. Acta 21, Fasc. 6, 495 (1948).
) Phys. Rev. 76, 1 (1949).
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