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Modellunabhiingige Beschreibung von Modulationseffekten
bei der Kerninduktion

von K. Halbach.
Physikalisches Institut der Universitit Fribourg.

(8. XIL. 55.)

Zusammenfassung: Es wird eine vom Modell sowie vom Modulationsverfahren
unabhingige Beziehung fiir die Diskussion von Modulationseffekten abgeleitet.
Fir cos-Modulation mit kleiner Amplitude fiihrt diese zu einem sehr einfachen
und iibersichtlichen Ausdruck fiir die durch Modulationseffekte modifizierten Signal-
- formen. Fiir grosse Modulationsfrequenz wird, unter Beriicksichtigung von Satti-
gungseffekten, eine ebenfalls modellunabhéngige Darstellung der Kerninduktions-
signale abgeleitet, die besonders fiir die experimentelle Technik in der hochauf-
l6senden Kerninduktionsspektroskopie von Bedeutung ist.

1. Einleitung.

In den letzten Jahren ist eine ganze Reihe von Untersuchungeni-?9)
tiber die bei der Kerninduktion auftretenden Modulationseffekte
durchgefiihrt worden. Allen theoretischen Betrachtungen ist folgen-
des Merkmal gemeinsam: sie gehen entweder von den Blochschen
Differentialgleichungen®) oder einem Ansatz iiber die Wechselwir-
kung der Kerne untereinander und mit ihrer Umgebung aus, d. h.
es wird immer ein spezifisches Modell zugrunde gelegt. Fiir das Ver-
stdndnis der diskutierten Vorgiinge sowie fiir deren praktische An-
wendung ergeben sich daher zwangsldufig folgende Unzulénglich-
keiten:

a) Nach durchwegs langwierigen Rechnungen erhélt man expli-
zite Ausdriicke fiir die bei den verschiedenen Versuchsbedingungen
zu erwartenden Signalformen. Da diese Endformeln meist relativ
kompliziert sind, lassen sich allgemeine Bildungsgesetze nur schwer
erkennen.

b) Es ist aus den Endformeln nicht ersichtlich, wie stark Disper-
sions- und Absorptions-Anteil der Suszeptibilitit am Zustande-
kommen eines Signals beteiligt sind.

c¢) Die bestehenden Theorien sind nur auf diejenigen Experimente
anwendbar, die sich durch das zugrunde gelegte Modell beschreiben
lassen. Damit ist besonders eine allgemeine Erfassung von Modula-
tionseffekten bei aufgespaltenen Kerninduktionssignalen ausge-
schlossen.
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Aus diesen Griinden soll im folgenden eine modellireie Beschrei-
bung der Modulationseffekte gegeben werden. Entsprechend diesem
so allgemein gesetzten Ziel muss dabei, wenigstens 1m ersten Teil,
vorausgesetzt werden, dass das auf die Kerne einwirkende IHoch-
frequenzteld so klein ist, dass die von den betrachteten Kernen her-
rithrende Suszeptibilitdt als unabhingig von der Amplitude des
Hochfrequenzfeldes angesehen werden kann, d. h. die Gesamtheit
der betrachteten Kerne wird als lineares System behandelt. Man
muss also, wie es ohne Bezugnahme auf ein Modell nicht anders
moglich ist, auf die Beschreibung von Sittigungseffekten verzich-
ten. Dafiir sind aber andererseits die Resultate auf alle linearen
Systeme anwendbar, z. B. auf reine Quadrupolresonanz, para-
magnetische Resonanz, aber auch auf akustische Messungen, und
die hier gewonnenen Resultate lassen sich direkt auf derartige Ver-
suchsanordnungen iibertragen.

2. Ableitung einer allgemeinen Beziehung zur Beschreibung
von Modulationseffekten.

Ist M(t) die Grosse der in die Beobachtungsrichtung weisenden
Komponente des Polarisationsvektors der untersuchten Kerne, so
ist zunéchst eine Beschreitbung des Kernsystems gegeben durch das
spezielle Signal M(#), das man erhilt, wenn die Hochfrequenzfeld-
starke H,(t) = 6(t) 1st:

H,t)=06(t) ——> M()=1(t)-

Legt man ein beliebiges Hochfrequenzfeld H,(f) an, so 1st wegen der
vorausgesetzten Linearitdt das Superpositionsprinzip anwendbar,
und es wird

M) = [ ) Byt - ) dy )
0
Macht man speziell H,(t) = €%, so erhilt man aus (1):
M) =t [ f(y) etoray =it Fo) (22)
o

und es gilt nattirlich auch die Umkehrformel
/ 1 " A iw '
f(t):wﬁ-jF(w)-e tdw. (2b)
F(w) = Fo(w) —i Iy (w) ist im wesentlichen die Suszeptibilitit der

beobachteten Kerne (bei kleinem statischem Feld H, weicht die bei
der Blochschen Methode beobachtete Grosse F' etwas von der Sus-
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zeptibilitét ab) und speziell ist F;(w) fir die Energieabsorption ver-
‘antwortlich, Fy(w) stellt die Dispersionskurve dar.

Die experimentell meist durch eine Variation des statischen Ma-
gnetfeldes realisierte Modulation wird hier durch ein frequenzmodu-
liertes Hochfrequenzfeld dargestellt:

H,(t) = cos (1) ©)

In dem Spezialfall der spéter behandelten cos-férmigen Modulation
wire also beispielsweise:

P(l) = wyt+fsinu; U=wy-1

)= ()= w, + 2 cos u; oa=awmy:p. (4)

Diese Beschreibung der Modulation des statischen Magnetfeldes
durch ein frequenzmoduliertes Hochfrequenzfeld ist sicher immer
dann statthaft, wenn die Modulationsamplitude klein ist gegentiber
dem statischen Feld (bzw. wenn der Frequenzhub klein ist gegen-
tiber der Frequenz), eine Bedingung, die in der Praxis im allgemeinen
erfillt 1st.

Setzt man (3) in (1) ein, so wird

/f )-cos p(t—y)-dy. - (5)

Im Experiment erhilt man durch H. F.-Demodulation die Ampli-
tude A(f) von M(f). Dieser Vorgang lasst sich nachbilden durch
Multiplikation von (5) mit cos ¢(t) bzw. sin ¢(f) und anschliessende
Integration tber eine Periode 2 z/w; dabei entspricht die Multipli-
kation mit cos ¢ (sin @) der Demodulation zur Registrierung eines
Dispersions- (Absorptions)-Signals. Da M(t) eine reelle Grosse ist,
erhalt man beide Demodulationsarten einfacher durch Multiplika-
tion mit e~ ® und nachfolgende Integration:

nfw
Afy= 2. [ M(t + ) - e~ 190+ 4 (6)

'—-:'z/w

Der Realteil von 4(f) gibt also das bei Dispersionsdemodulation zu
erwartende Signal wieder, der Imaginarteil dasjenige fiir Absorp-
tionsdemodulation.
Setzt man (5) in (6) ein und vertauscht die Reihenfolge der Inte-
gration, so erhélt man:
0 nfw
A(t) — _E‘;//f(y) [6w(t+az-y) + 6-i<p(t+x—y)] g tolt+a) dn dy. 7

0 —alw
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Darin fithrt das zweite Glied in der Klammer zu einem mit der dop-
pelten Frequenz des angelegten Wechselfeldes variierenden Beitrag
und kann somit weggelassen werden. Entwickelt man weiter den
Integranden nach z, so geniigt unter der Voraussetzung

22| pt—y) —g) | /6wt<]1 (8a)
22 (o (t— y)ﬂp(t))z/6 w? <1 (8b)

das erste Glied dieser Entwicklung und man erhilt als.allgemeine
Beziehung fiir die Diskussion von Modulationseffekten :

f f(y) Blt,y)d (9)

B(t, y) = e@[‘ﬁ(t‘_y)““P(t)]' (gb)

Bei der Kontrolle, ob die Gleichungen (8) erfiillt sind, ist in gewissen
Fallen (z. B. fiir o(f) = wy+ kt) zu beriicksichtigen, dass wegen (2b)
fir ¥y 2 8/4dw (Aw = Linienbreite) f(y) sehr klein wird und somit
die grosseren Werte von gy in (7) nur noch einen kleinen Beitrag
liefern, d. h. die Gleichungen (8) miissen nur fir y < 3/4dw erfiillt
sein.

3, eos~Modulation mit kleiner Amplitude und heliebiger Frequenz.

Setzt man den der cos-Modulation entsprechenden Ausdruck (4)
in (9b) ein, so erhélt man mit der Abkiirzung v = w,,y:

B(t, y) — e—imuy . eiﬁ[sin(u-r)nsiu u]. (10)

Wegen der vorausgesetzten Kleinheit der Modulation kann man in
(10) den zweiten Faktor nach dem Exponenten entwickeln. Bel
dieser Entwicklung ist zu berticksichtigen, dass wegen der nach-
folgenden N. F.-Demodulation in 4(f) und somit auch in B({,y) nur
die zu sin % und cos % proportionalen Glieder von Interesse sind.
Bel der Entwicklung von (10) driickt man die trigonometrischen
Funktionen zweckméssig durch Exponentialfunktionen aus und
man erhalt fiir den sin % und cos % enthaltenden Anteil B,(t,y):

B zwoyz ﬁ/2 aml (e—zb/" 6i?)/2)2m %

m!(m+1)!

X [(e7"—e") cosu+1i- (e —e"B2sinu]. (11)
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Bevor man (11) in (9a) einsetzt ist es niitzlich, sich zu vergegen-
wértigen, dass, mit der beliebigen reinen Zahl 2, nach (2a) gilt:

/vf e—tEU _ gizv ‘“’"ydy _ Flwg+zwyr)—F(wy—2z wyy) — DF((DO) ]

 2zmy 22wy

Hlerm bedeutet DIF(w,) den ersten Differenzenquotienten von
F(w,). Analog gibt es bei einem Produkt von n Faktoren der Form
(e~® —e®)[22w,, den n-ten Differenzenquotienten von F(w,),
so dass man aus (11) und (9a) erhélt:

2m+1 , . y ‘
A () Z (/2) {Dzm“ - COS wMt—l—'I,-%IEDz m+2. sin coMt]F(we) :

m'( m+1)!
(12)
Die expliziten Ausdriicke fiir die Differenzenquotienten lauten
2m-41 . (—1)tm’+1 e n 2m+2
D F(wo)—mwa:fn Ry (mrtin)
X [F(wq +nwy) —F(wy—noy)]
‘ 1)ym+1
D*"+2F (e,) = ( ZW)L_HZ_ 2

Ilf
mr1

% {(201'? ++12) -F(w) +n2: (=1~ (,:_:tljfn)[F (g tnwyy) +I(wy—n w.u)}} .

Bemerkenswert ist an (12) die fiir ein qualitives Verstédndnis der
Signalformen wesentliche Einfachheit. Beobachtet man etwa bei
0%-N. F.-Demodulation und geniigend kleiner Modulationsampli-
tude, so registriert man bei mit der Linienbreite vergleichbarer Mo-
dulationsfrequenz anstatt des ersten Differentialquotienten den
ersten Differenzenquotienten der Suszeptibilitat. So ist z. B. das
Zustandekommen des in Fig. 3 von 4) dargestellten Signals quali-
tativ sofort klar. Weiter ist fiir die Anwendung von (12) noch an-
genehm, dass auch der Einfluss der hoheren Potenzen von « leicht
ersichtlich ist, was bel den bisherigen Betrachtungen fir kleine
w,, nicht der Fall war.

Wegen der hier gewihlten Nachbildung der H.F.-Demodulation
(6) folgt aus dem in (12) bei sin w,,t stehenden Faktor 1, dass z. B.
bei einer H.F.-Demodulation zur Aufnahme eines Dispersions-
signals und 90%-N.F.-Demodulation ein Signal registriert wird, das
ausschliesslich durch den Absorptionsanteil der Suszeptibilitit ge-
geben 1st. Auch dieses Resultat lisst sich den bisher durchgefiihrten
Rechnungen nicht entnehmen, da dort nur die expliziten Ausdriicke
fiir die unter den verschiedenen Versuchsbedingungen zu erwarten-
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den Signalformen in Erscheinung traten und somit eine derartige
Zuordnung unmoglich machten.

Macht man die Modulationsfrequenz gross gegeniiber der Linien-
breite, so folgt aus (12) das Auftreten einer Serie von getrennten,
undifferenzierten Absorptions- und Dispersionssignalen. Da bei
diesen Versuchsbedingungen auch grosse Modulationsamplituden
von Vorteil sein kénnen, soll im folgenden Abschnitt die Darstel-
lung der zu erwartenden Signale fiir beliebige « bzw. f gegeben
werden.

4. cos~Modulation mit beliebiger Amplitude und grosser Frequenz.

Auch hier kann man wieder von (10) ausgehen, jedoch ist es
zweckmassiger, einen anderen Weg einzuschlagen, der auch die
Erfassung von Sattigungseffekten erméglicht.

Mit Hilfe der Entwicklung von €% nach e® erhélt man aus
(3) und (4) fir die Hochfrequenzfeldstirke

Hl(t) :ﬁlﬂ Z Jn(ﬁ) (ei(m0+an)t _{_emi(wﬁnmﬂ)t) . (13)
Darin bedeuten ,(8) Besselfunktionen erster Art.
Mit (2a) erhélt man aus (13)

My=1 3 T8 x

7= —00

X [F(wy +nwy,) €T L F(— my — nawy,) e~ S0t o (14)

Ist die Modulationsfrequenz gegeniiber der Linienbreite gentigend
gross, so bt von dem durch (18) dargestellten Spektrum von ampli-
tuden- und frequenzkonstanten Hochfrequenzfeldern nur eine ein-
zige Komponente eine Wirkung auf das Kernsystem aus. Daher ist
es unter dieser Voraussetzung nicht mehr notwendig, sich auf kleine

Amplituden des Wechselfeldes zu beschrinken, sondern man kann
in (14) die durch

H () =h-cos wyt —> M(t) =h[F(wy;h) e+ F(— wy; h) e "]/2

definierbare, feldstdarkeabhéngige Suszeptibilitdt einfihren. Diese,
die Sattigung und damit nichtlineare Eigenschaften des Kernsystems
beschreibende Grosse, kann natiirlich prinzipiell nicht in der Weise
wie F(w) eingefiihrt werden, was sich beispielsweise darin dussert,
dass die aus (2) leicht entnehmbaren Kramers-Kronigschen Bezie-
hungen fir I'(w,h) nicht mehr gelten.

Bei der Berechnung von A(t) nach (6) kann auch hier wieder das
zweite Glied in der Klammer von (14) weggelassen werden. Ebenso
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kann man sich bei der Entwicklung nach 2 wieder mit dem kon-
stanten Glied begniigen und erhélt dann:

2 2 Ju(B) T n(B) F (g +meoyy5 I ,(B)) - €= oat,
Wegen der nachfolgenden N.F.-Demodulation sind auch hier nur
die zu sin wyt und cos wyt proportlonalen Beitrige von Interesse
und es wird:

A, () nZ_'wF(wO—I—an, J (ﬁ))

% [K . 0 oo_s Wyt + 1 Ky, gg0-sin @y, 1] (15a)
Koo = TB) - (Jua(B) + Ta(B) =5 T2B)  (15b)
Koo = TB)- (TuslB) = Tua () = 250 (150)

Ist die Hochfrequenzamplitude geniigend klein, so kann in (15)
F(wy + nwyy; J(B)) durch F(w, + nwy,) ersetzt werden und die
oben gestellte Bedingung iiber die Grosse von wl entféllt.

Die durch (15b), (15¢) gegebenen Koeffizienten sowie die fiir
Sattigungsexperimente wichtigen Grossen oJ, sind in den Fig. 1—3
wiedergegeben. Bei 09 N.F.-Demodulation tritt an der eigentlichen
Resonanzstelle, also fiir » = 0, kein Signal auf, was auch schon
aus (12) hervorgeht. Dagegen ist es (12) nicht direkt anzusehen,
dass bei 0° N.F.-Demodulation alle oberhalb bzw. unterhalb der
Resonanzfrequenz (n < 0 bzw. n > 0) erscheinenden Signale das
gleiche Vorzeichen haben. Uber die bei 90° N.F.-Demodulation

Huig® Py
/ P
a3 7 \ -~ /'—\\\
fo=1 < ™~
/ N A <
02 ) \\ ]
/ - // ></
a1 oL I LN
g - N
v P, |
// , =3 |_— \\_
04 04 12 16 20 24 28 32 8
Fig. 1.

Signalamplituden fiir 0° NF-Demodulation.
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n=1 4 \

0’2 / / h
A AN ,- (\ "“\\
0’1 / N ﬁ\ \ ’N
/ n2| A+ \ /Ll( 7)<\ ,/
W | — ﬂ_'_.i' |+ +7_L' RAVA } \/ ;
o4 08 12 16 20 24 28 32 B
Fig. 2.

Signalamplituden fiir 90° NF-Demodulation.
(Die Vorzeichen von Ky g0 sind durch + ;— angedeutet.)

[% (B
10
" [~
\‘\
08 n=0\
] N
\\
96 \\
< |
o A \ //’< | P
i/ )l
02 / - \\ /V,/ \\
L P
04 0¢ 12 16 20 24 28 j2 A
Fig. 3.

Koeffizienten zur Bestimmung der Sattigung.
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registrierten Signaltypen gilt natiirlich auch das in Anschluss an
(12) Gesagte.

Die Gleichungen (15) konnen besonders fiir die hochauflosende
Kerninduktionsspektroskopie von praktischer Bedeutung sein: Hier
1st es naheliegend, zu dem statischen Aufnahmeverfahren iiber-
zugehen, da es aus apparativen Griinden bei sehr schmalen Linien
nahezu unmoglich ist, die Modulationsfrequenz so klein zu machen,
dass 1 (12) die Differenzenquotienten in guter Naherung durch
Ditferentialquotienten ersetzt werden kénnen. Macht man dagegen
die Modulationsfrequenz geniigend gross gegeniiber dem gesamten
Linienkomplex, so registriert man nach (15) eine Folge von gleichen
Signalen, wie sie beim statischen Verfahren einmal auftreten. Man
erhélt also, mit Einschluss von Sattigungseffekten, die gleichen Aus-
sagen wie bel einer Apparatur ohne Modulation, ohne jedoch die
dort auftretenden Abgleich- und Stabilitédtsschwierigkeiten zu
haben.

Da bei dem hier besprochenen oder auch bei anderen Modulations-
verfahren Zweifel dariiber aufkommen koénnten, ob die ,,Feldhomo-
genisierung’® mittels rotierender Probe?)®) auch dann angewendet
werden kann, wenn die Modulationsfrequenz gross ist gegentiber
der Rotationsfrequenz der Probe, soll diese Frage im folgenden
Abschnitt noch kurz diskutiert werden.

5. Feldhomogenisierung durch Rotation der Probe.

Fasst man die sich in einem kleinen Bereich der rotierenden Probe
befindenden Kerne ins Auge, so bewegen sich diese, bei Vernach-
lassigung der Diffusion, auf einem Kreise. Wegen der Inhomogenitét
des statischen Magnetfeldes hat dies zur Folge, dass dem zeitlichen
Mittelwert des Magnetfeldes ein nach Fourier entwickelbares Wech-
selfeld tiberlagert ist: (/2 # = Rotationsfrequenz)

Hy =H+ 3 AH, cosn(wgt+6,).
n =1

Diese Modulation des statischen Magnetfeldes lasst sich auch wieder
durch eine Frequenzmodulation beschreiben. Bezeichnet man mit
@o(t) die Phase des hochfrequenten Wechselfeldes, wobel fiir das
statische Magnetfeld dessen Mittelwert einzusetzen ist, das durch
die Inhomogenitéit des Magnetfeldes verursachte Wechselfeld aber
nicht berticksichtigt sein soll, so wird, mit der Abkiirzung %, =
vAH,[nw, (y = gyromagnetisches Verhéltnis der untersuchten
Kerne):

@(t) = @o(t) + 3 1, - sin n(wpt + 6,) .
n o1
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Fithrt man weiter die Abkiirzungen w = wgpt; 2 = wgpy; By = exp
i(@o(t — y) — @o(t)) ein, so wird nach (9b):

o0 /
nz z
—i X 20y sin —5 rcosn (w -+ 6n——)

B(t;y)=B,-e "’ 2

brd
~

5 sin 2% cos (w+ 8, — = : }
><( 2 sin (w0+ 7))+ |
Da die auf dem gleichen Kreise umlaufenden Kerne wegen ihrer
rdumlichen Verteilung alle moglichen Phasenverschiebungen 9,
haben, ist zur Erfassung der Wirkung aller dieser Kerne 4, durch
8, + & zu ersetzen und dann iiber ¢ von 0 bis 2 # zu integrieren.
Man erhélt also:

2r 2
[B(t;y)de =27 B, [1—5 3 n2(1— cosnz) + -
~ “n-1
0

Da iiber ¢,(f) nichts vorausgesetzt werden musste, folgt daraus, dass
ganz unabhéngig vom verwendeten Modulationsverfahren die Feld-
homogenisierung durch Rotation der Probe sicher dann méglich 1st,
wenn

2 =2 v AH 0} <2,
n-1 n=1

Abschliessend moéchte ich Herrn Prof. Dr. P. HuBgr dafiir dan-
ken, dass er mir die Moglichkeit zur Durchfihrung von Experimen-
ten 1m Physikalischen Institut der Universitat Basel gegeben hat.
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