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Le problème de Cauchy dans la théorie relativiste de l'électro¬

magnétisme et dans la théorie unitaire de Jordan-Thiry

par Mme Y. Fourès-Bruhat (Aix-Marseille)

1. En relativité générale le champ électromagnétique, forme extérieure
(cf. [1]) F Fijdxl^-dx\ et la métrique, forme quadratique g gij dx1 dx'
sont liés par les équations d'EiNSTEiN

X RH ~T9n R X Tij

T- — — a-,Fl, Fhlc — F-, F*

et les équations de Maxwell qu'on peut écrire (pour un vecteur
courant nul) :

clF ÔF 0 (2)

où dF et òF désignent la differentiation et codifférentiation dans la
métrique g.

Je cherche d'abord une solution telle que F dcp. L'équation (2) prend
alors la forme

0. (2')

On se donne, à l'instant initial ce4 0, cp et g et les dérivées dcp/doA,

dg^/dx*- satisfaisant aux conditions nécessaires

8} 0, (ôixpf 0. (3)

Les coordonnées initiales étant isothermes (cf. [2]),

F" V, gil)' e__ gi» E\h 0 pour xi 0 (4)
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et le potentiel vecteur cp étant normalisé par

ôcp —Vicpi 0 pour a;4 0 (5)

On déduit de (3), (4) et (5)

Si^/Sa.4 3(ViCpÀ / 3a;4 0 pour xA 0.

Les identités

*" *" ighk^A + Hv{dh 9lk' g'k) + i 9ih ^F" + i*" diFh (6)

{ô(kp)i ' ghkW + Pi (dk ?» ' dk g™ 'g^ + 9i V^h + Fh %) (7)

montrent qu'en coordonnées isothermes, et pour un potentiel vecteur
normalisé par ô cp 0 les équations de Maxwell-Einstein prennent la forme
d'un système d'équations du second ordre hyperboliques, non-linéaires ou
les dérivées du second ordre sont séparées et ont mêmes coefficients pour
toutes les équations. J'ai construit [3] sans hypothèse d'analyticité une
solution (unique) du problème de Cauchy pour un tel système : sa valeur
en un point ne dépend que des données initiales intérieures à un conoide
de sommet ce point (d'où propagation par ondes et identité des
propagations de la gravitation et de l'électromagnétisme) et dépend continue-
ment des données initiales.

Les identités de conservation et l'identité ôôip 0 permettent de montrer

que cette solution est isotherme et que cp vérifie bien la condition
ôip 0. On a donc effectivement construit une solution des équations de

Maxwell-Einstein (1) et (2). On montre que cette solution est
physiquement unique.

On peut également déterminer F par D F dôF + ôdF 0 sans
utiliser le potentiel vecteur cp dont le raisonnement précédent suppose
l'existence (cp pourrait n'exister que localement). Un théorème d'unicité
assure alors l'existence de cp moyennant son existence à l'instant initial.

2. Théorie unitaire de Joedan-Thiey: les quinze inconnues ylß sont les

coefficients de la métrique d'un espace de Riemann à cinq dimensions,
cylindrique par rapport à x°:

ds2 yXlt dx* dx? — |2 (dx° + ß cpidx%) + dâ2

ds2 gi= dx1 dx1 est la métrique de l'espace-temps, cpi le potentiel vecteur,
| un quinzième potentiel dont on peut discuter l'interprétation (cf. la
conférence de A. Lichneeowicz).



78 Y.Fourès-Bruhat

Les inconnues yXfl satisfont en dehors des masses aux équations:

Raß 0 (8)

(Raß, tenseur de Ricci de l'espace à cinq dimensions). On se donne à

l'instant initial a;4 0 les yX/À, Sy^/Sa.4 (c'est à dire gii, cpi, £ et leurs
dérivées premières) satisfaisant aux conditions nécessaires:

S4 0 pour a.4 0. (9)

Les coordonnées initiales étant isothermes

F" FAyA("> 0 pour a;4 0, (10)

on déduit de (9) et (10)

34_F" 0 pour a;4 0.

Une décomposition analogue à (6) permet de résoudre les équations (8)
en coordonnées isothermes, les conditions de conservations V% S\\ 0

montrant encore qu'on a ainsi effectivement une solution, physiquement
unique, de ces équations. Cette solution dépend continuement des données

initiales (en particulier f reste sensiblement constant s'il en est ainsi
à l'instant initial).

Si l'on fait | const, dans les quatorze premières équations de la théorie

unitaire de Joedan-Thiey, on obtient les équations de la théorie de

Kaluza-Klein, équivalentes aux équations de Maxwell-Einstein, ce

qui permet de retrouver les résultats du § 1.
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