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Ein Beispiel zum Nukleon -Vertex
von Res Jost, ETH., Zürich

(6. II. 1958)

Zusammenfassung : Es wird an Hand eines Beispiels gezeigt, dass die lokalen
Yertauschungsrelationen und das Massenspektrum zur Herleitung der Dispersionsrelation

für den Xukleon-Vertex nicht hinreichen.

§ 1. Einleitung

Analytizitätseigenschaften von Streuamplituden und verwandten
Grössen erfreuen sich seit einiger Zeit unter dem Namen «Dispersionsrelationen»

(D.R.) einer zunehmenden Beliebtheit. Man kümmert sich
dabei weniger um die Herleitung solcher Beziehungen, sondern man
diskutiert Streuexperimente unter dem Gesichtspunkt ihrer Gültigkeit. Dabei

ist freilich zu beachten, dass die D.R. in den meisten Fällen so
schwache Aussagen sind, dass sie durch das Experiment weder bewiesen
noch widerlegt werden können. Sie müssen daher durch zusätzliche
Betrachtungen über die Matrixelemente selbst ergänzt werden. Diese
Probleme sollen aber hier nicht diskutiert werden.

Vielmehr wollen wir uns mit der Frage der Herleitbarkeit der D.R.
befassen. Die bekannten gelungenen Herleitungen beruhten auf der
mikroskopischen Kausalität der zugrunde gelegten Feldtheorie und der
Ausnützung des Massenspektrums1)2). Voll ausgenützt wurden die beiden

Voraussetzungen bisher in keinem Fall. Wir werden aber sehen, dass
sie für den Beweis der D.R. für den Nukleon-Vertex nicht ausreichen.
Eine ähnliche Situation besteht in der Nukleon-Nukleon Vorwärtsstreuung.

Über den Nukleon-Vertex ist das folgende bekannt2) : Falls das
Verhältnis der TT-Masse /u zur Nukleonmasse M grösser als |/2~ — 1 wäre, dann
gäbe es eine D.R. Wir werden zeigen, dass aus mikroskopischer Kausalität

und Massenspektrum eine D.R. nicht folgt, sofern das erwähnte
Verhältnis kleiner ist als 2I\^— 1. Dies ist tatsächlich der Fall. Die
angegebene Schranke für das Massenverhältnis ist nicht optimal.
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Es lohnt sich vielleicht, die Verhältnisse etwas näher zu beschreiben,
soweit das beim unbefriedigenden Stand der Dinge möglich ist. Währenddem

die Vertex-Funktion F (w) für jujM > j/2 — 1 in einer von w
(2/x)2 bis oo längs der positiven reellen Achse aufgeschnittenen Ebene

regulär ist, ist dies bei abnehmendem /u/M nicht mehr notwendigerweise
der Fall. Das Regularitätsgebiet wird dann (in einer bisher unbekannten
Weise) z. T. durch Kurven begrenzt, die nicht ausschliesslich Stücke der
reellen Achse sind. Natürlich kann man immer auf das tatsächlich
vorhandene Regularitätsgebiet die Cauchysche Formel anwenden und
derart eine verallgemeinerte D.R. herleiten.

Mit allem Nachdruck muss aber festgestellt werden, dass unser
Beispiel nur zeigt, dass aus gewissen Annahmen die D.R. für den Nukleon-
Vertex nicht folgt. Diese Annahmen sind durchaus nicht erschöpfend.
Zum Beispiel ist die Unitarität der S-Matrix nicht darunter enthalten.
Stellt man sich etwa auf den Standpunkt der Feldtheorie von Lehmann
et al.3), so äussert sich dieser Umstand darin, dass das Gleichungssystem
für die r-Funktionen nur zum geringsten Teil ausgenützt worden ist. Es
ist durchaus möglich, dass die Benützung dieses Gleichungssystems die
Situation radikal ändert.

Welchen Wert man der Tatsache beimessen soll, dass die betrachtete
D.R. in jeder Ordnung der Störungsrechnung richtig ist4), wird hier nicht
entschieden.*)

ITnsere Überlegungen werden für 3 skalare Felder A(x), B(x) und C(x)
durchgeführt. Dabei sollen B(x) und C(x) Teilchen der Masse M 1

beschreiben. Sie stehen für das Nukleon-Feld. A(x) steht etwa für das
Mesonfeld und beschreibt Teilchen der Masse /u.

§ 2. Die Beziehungen zwischen den Dreipunktfunktionen

In diesem Paragraphen führen wir die verschiedenen Dreipunktfunktionen

ein, diskutieren ihre Eigenschaften und leiten die zwischen ihnen
bestehenden Relationen ab3)5)6). Zugrundegelegt werden 3 lokale, skalare
Felder A(x), B(x) und C(x).

Definitionen:

''ABC\X0 '- xx, xx - x2) (A (x0) B (xx) C (x2)y0 (1)

^ABC \xo~- xx, x2 - x2) ({A (x0) B (xx)] C (x2)y0 (2)

rABC \X0 ~
GABC \X0 ~

xx, Xq x2) (y [Xq xx) ty (xx x2)
- xx, xx - x2) + 0 (x0 - x2) 0 (x2 - xx)

^ABC \X0 ~ X2' X2 ~ XV- (3)

*) Siehe Anmerkung bei der Korrektur.
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Eigenschaften: Da unter unseren Voraussetzungen die CTP-Invarianz
besteht, gelten

WABC (f, V) WCBA (,j, I) (4)

GABC (- t. - V) GABC (*' ri) (5)

Ausserdem folgen aus den Definitionen

"ABC \X0 ~ Xl< Xl X2l — GBAC (Xx Xq, Xq — X2) (O)

rABC \X0 ~ Xl< X0 ~ X2l rACB \X0 ~ X2> X0 ~ Xl)- {')

Wegen Lorentz-Invarianz und Lokalität sind die eingeführten
Funktionen selber Lorentzinvariant und es gelten weiter

Gabc (f. V) 0 falls f2 < ° oder { V2 < 0 und (f + rj)2 < 0 } (8)

rABC (%• V) ° falls f €E v+ oder rl ^ v+- (9)

Aus den üblichen Voraussetzungen über das Spektrum hat man weiter*)

Wabc (P. q) 0 für p $ V+ oder q € V+ (10)

Gabc (P> l) ° für ?2 < ° oder { ^>2 < 0 und - ^)2 < 0 }. (11)

(10) und (11) gestatten oft Verfeinerungen. Diese werden sich im folgenden

als entscheidend erweisen. Im allgemeinen hat A(x) Matrixelemente
zwischen dem Vakuum und den Ein-Teilchen-Zuständen der Masse MA.
Diese sind für uns ohne Interesse, und wir denken sie uns im folgenden
durch die Anwendung eines Klein-Gordon-Operators entfernt. Dagegen
ist es wichtig, bei welcher Masse das Kontinuum der Mehr-Teilchen-
Zustände einsetzt. Dies geschehe bei einer Masse mA. Dann gelten zu
(10) und (11) die Verschärfungen

WABC (P> l) ° für P2 < mA oder f < mc (10')

Gabc (P> 4) 0 für q2 < m% oder

{ f2 < mA und (q - p)2 < m%} (IV)

Schliesslich erfüllt GABC(x0—xx, xx—x2) die Jacobische Identität. Es gilt

Gabc \xo ~ xi> xi — x2l + GBCA (xx — x2, x2 — x0) +
Gcab \x2 ~ xo> xo ~~ xi) "• A^l

*) F (p, q) steht für die Fourier-Transformierte von F($, rj).
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Relationen: Offenbar bestimmen die Wightman-Funktionen WABC

die zwei andern Systeme von Dreipunktfunktionen vollständig. Über sie

setzen wir die Eigenschaften, die aus Lorentzinvarianz, Lokalität und
Spektrum folgen, voraus. Das nächste Interesse gilt dann der Frage, die
Funktionen GABC so zu charakterisieren, dass es zu ihnen Wightman-
Funktionen der vorausgesetzten Art gibt.

Wir behaupten, dass die Eigenschaften (5), (6), (8), (11) und (12) dazu
hinreichen. In der Tat, falls wir definieren

WABC(p,q) 0(q)0(p-q)GABC(p,q)

+ 0(P)0(q~P)GCBA(q,P) (13)

so ist WABC (p, q) kraft der Jacobi-Identität

gabc (P. 9) + gbca (q-P.- P) + gCab(- q.p-q) o (14)

und dank (5) und (6) lorentzinvariant. (11) garantiert (10). Ausserdem
wird (2) in Wightman-Funktionen ausgeschrieben zu einer Identität. Die
Lokalität ist trivial durch (8) ausgedrückt.

Endlich fragen wir uns nach den Eigenschaften, die rABC haben muss,
damit dazu ein GABC mit den Eigenschaften (5), (6), (8) und (11) gehört.

Wir setzen anfangs lediglich (7) und (9) voraus und definieren

GABC \X0~~ Xl< Xl~ X2) rABC \X<5~~ Xl> X0~ X2) + TABC\X1~ X0< X2 ~~ X»)

~ rBAC\Xl ~ X0> Xl ~~ X2> rBAC \X0 ~ Xl> X2 ~~ Xll- (l->)

Dadurch werden (5), (6), (8) und (12) erfüllt. (11) wird nach der Substitution

von (15) als Bedingung für rABC(£, rj) aufgefasst. Diese bedeutet,
dass

?ABC (P -?.?)+ ?ABC (-p + i.-q)
-rBAc(-P:l)-rBAc(P:-(l)=0 (16)

unter den Vorasussetzungen von (11) und (11').
Nun ist nach Bargmann, Hall und Wightman7) rABC(p, q) Randwert

einer analytischen Funktion der Quadrate p2, q2, (p + q)2. Wir bezeichnen

diese Funktion mit fABciwv w2> W3Ì- -Ein einfaches
funktionentheoretisches Argument zeigt, dass (16) äquivalent ist zu

/ABC K- W2' ws) Ibac K. w2. »i)- (17)

Ausserdem gilt (7), welches aussagt, dass

Iabc K> W2, »'s) fACB (w2, wx, w3). (18)
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(17) und (18) gelten natürlich nur in den Regularitätspunkten von /. Ihr
Sinn ist, dass die verschiedenen Funktionen / sich durch eine einzige
analytische Funktion ausdrücken lassen.

Im Beispiel werden wir (17) und (18) dadurch befriedigen, dass wir
alle Funktionen fxyz{wi< w2> w3> gleich einer in wx, w2, w3 symmetrischen
Funktion f(wx, w2, wa) setzen werden.

Diese Funktion muss regulär analytisch sein für Werte, die sich wie
fogt darstellen lassen

»i (Pi A ip2)2 w2 (qx + iq2)2 ^3 (Pi + 9i + ip2 + ki)2 (19)

wobei p2 $¦ V+ und q2 € V+. Ausserdem werden wir zu verifizieren
haben, dass (16) unter den Bedingungen von (11) und (11') erfüllt sind.

Die Vertex-Funktion schliesslich ist durch

rA M fABC (Ml Ml w) (20)

definiert. Unser Beispiel wird MB Mc annehmen und diese Masse auf
1 normieren.

§ 3. Abschätzungen über das Regularitätsgebiet von/(o»1, o/2, a»3)

Das durch (2.19) charakterisierte Gebiet ist vollständig bekannt8). Für
unsere Zwecke ist es aber bequemer, nur mit einer Approximation dieses
Gebietes zu arbeiten. Die nötigen Abschätzungen werden in diesem
Paragraphen hergeleitet.

Uns interessiert nur derjenige Teil des Regularitätsgebietes, für den

uk > 0 für k 1, 2, 3. Dabei ist wk uk + ivk gesetzt. Diese Einschränkung

bedeutet offenbar

(1)P\ > Pl > 0, q\ > q\ > 0, (px + qx)2 > (p2 + q2)2 > 0

d. h. px, qx und px + qx sind immer zeitartig.

Unter dieser Einschränkung gelten die folgenden Abschätzungen :

1. Abschätzung: Falls vx > 0 und v2 > 0 dann ist u3 < ()fux — |/w2)2.
Beweis: Zunächst folgt aus vx > 0, dass px 6 V+ und aus v2 < 0, dass

qx€V_. Zu zeigen ist dann

(p2 g,) - (pi ii) > vpi -Ti vi- w (2)
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Das Minimum der linken Seite bei fester rechter Seite wird offenbar für
px — X qx und p2 /u q2 erreicht. Dann bedeutet (2)

fl q\ + l q\ > V?Fql - fFq\ fq\ - \\ (3)

was erfüllt ist.

2. Abschätzung: Falls vx > 0, v2 < 0 und v3 > 0, dann ist ux — u2 > 0.

Beweis: Es ist
% - «2 ^1 - £l - ?1 + SÌ

[(Pi + <7i)2 " (P2 + ?2)2] + 2 qt (P2 + fr) - 2 qx (px + qx). (4)

Nun bedeutet v3 > 0, dass />x + qx €• F+. Andererseits ist qx €• F_. Daher
ist jeder Term der rechten Seite positiv.

3. Abschätzung: Falls vx > 0 und v2 > 0, dann ist auch v3 > 0. Falls
ausserdem noch Re wx w2 ux u2 — vx v2 > 0, dann ist auch % — % — %
> 0.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dass px 6 F+ und qx £ F+. Daher
ist v3 2 (px + qx) (p2 + q2) > 0.

Nun soll weiter gelten

(Pi - Pl) (q\ - <è - 4 (Pi Pò di qè > o (5)

und daraus soll

u3 - ux - u2 2 ((^ fr) - (£2 ?2)) > 0 (6)

folgen. Bezeichnen wir den (hyperbolischen) Winkel zwischen px und p2
mit Xi (Xi > 0) und analog den zwischen qx und q2 mit %2, dann lautet (5)

(tf - Pl) (q\ - ql) - 4 k>î7f«? ü CÄ *iCÄ ^ > ° ¦ (7)

Setzt man weiter XFX= -A-Pi ?iund ^2 <C ^2 ?2, dann gilt !F2 5Ï ^i+fo+fi
also

Mo — Mi — M.

und mit (7)

2 [ i/^f a ^ - V f q\ ch w2\

;> 2 [ j/^f a wx - V pfql ch (Xx + X2 + wx)}

> 2 [ j/^f - 4 ]/^ ?2 CÄ Xi Ch z
i CÄ ^ (8)

«3 - % - «2 > -==¦ [#f <?? - (P\ - Pl) (q\ -ql)]> 0. (9)
y p2q2
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§ 4. Das Beispiel

Es seien a > 0, b > 0 und c > 0. Ausserdem werde d b + ic
gesetzt. Weiter sei

z x + iy =]/'l + a2 — w (1)

wobei die Wurzel für positiven Radikanden positiv gewählt ist.
Wir setzen dann (siehe § 2 Ende)

/ (wx, w2, wz) (zx + z2 + z3 - d)"1 (2)

und behaupten, dass diese Funktion in dem im vorigen Paragraphen
diskutierten Gebiet regulär sei, falls nur

1 + a2 - (b + c)2 > 0 (3)

ist. Eine Singularität tritt in (2) auf, falls zx + z2 + z3 d ist. Da aber
(1) die Geschnittene ze>-Ebene auf Re z > 0 abbildet und uns Singularitäten

nur interessieren, falls sie in der geschnittenen Ebene liegen, können

wir uns auf solche beschränken, für die gilt 0 < Re zk < b. Dieser
Streifen aber wird durch die Umkehrung von (1) auf das Innere einer
nach rechts offenen Parabel mit Scheitel in w 1 + a2 — b2 > 0
abgebildet. / (wx, w2, w3) hat also nur Singularitäten, falls gleichzeitig
uk > 0 für k 1, 2, 3. Das war die Voraussetzung, unter denen die
Abschätzungen des § 3 hergeleitet wurden.

Jetzt definieren wir z3 d — zx — z2 und entsprechend

w3 1 + a2 - (d - zx - z2)2. (4)

Nun wollen wir zeigen, dass der Punkt wx 1 + a2 — z\, w2
1 + a2 — z\ und w3 unter keinen Umständen die Abschätzungen aus § 2
erfüllt.

Zuerst untersuchen wir, unter welchen Bedingungen die 1. Abschätzung

verletzt ist. Dort ist die wesentliche Voraussetzung vx v2 < 0,
welche sich auf yx y2 < 0 abbildet. Weiter schreiben wir die 1.

Abschätzung passend ux + u2 — u3 > 2 ]/ux u2. Es ist dann zu untersuchen,
wann die umgekehrte Ungleichung gilt.

Nach (4) und (1) wird

ux + u2 — us 1 + a2 — b2 + c2 + 2 (b — xx) (b — x2)

-2(c- yx) (c - y2) (5)
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andererseits aber

]/ux \Ju2 \fl + a2 - x\ + y\ il + a2 - x\ + y\

^ j/l + a2 - x\ ]/ 1 + a2 - x\ + j yx y2 \

^ ]'l + a2 - è2+1^- xf) Vi + a2 - b2 + (b2- x% - yxy2

^ 1 + a2 - b2 + \lb2 -xj|/b2 - xf -yxy2 (6)

wobei die Schwarz'sehe Ungleichung und die Beschränkung 0 5S xk £ï &

verwendet worden sind. Anwendung der letzten Tatsache liefert weiter

~\l uxu2 S: 1 + «2 — b2 + (6 — xx) (b — x2) — yx y2. (7)

Vergleicht man (5) mit (7), so findet man, dass ux + u2 — u3 < 2 [/wj w2

falls nur
>'i + y2 < - —2+ (8)

ist.
Jetzt wird gezeigt, dass in den verbleibenden Fällen mit yx y2 < 0 die

2. Abschätzung verletzt ist. Wir setzen also die Negation von (8) voraus.
Den Voraussetzungen der 2. Abschätzung entspricht yx < 0, y2 > 0.

Dann wird
1 + a--b2+ c-

y3 c - yx - y2 ^ c - - 2— - < 0 (9)

was im Einklang steht zu t/3 > 0. Aber jetzt wird

1 ™2 (% + x2) (xx - x2) + (yx + y2) (yx - y2) <, b2 - (yx + y2)2

l + a2_(6+c)a
'" "" '

2 c
<0. (10)

und das steht im Widerspruch mit der 2. Abschätzung.

Zum Schluss bleibt noch die Diskussion des Falles vx v2 > 0 oder

yx y2 > 0. Gemäss der 3. Abschätzung bietet nur der Fall Interesse, für
den auch vx v2 > 0 oder yx y2 > 0. Weil aber yx + y2 + y3 e > 0 muss
notwendig 0 <; yk gj c. Unter dieser Voraussetzung wird

% - mx - u2 ^ - [1 + a2 - b2 ny c2 + 2 (& - xx) (b - x2) - 2 c2]

< - [1 + a2 - b2 - c2] < 0 (11)

was der 3. Abschätzung wiederspricht.
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Aus der eben durchgeführten Verifikation schliessen wir, dass

r(p.q)=°(*i+*t + **-#)-1 (12)

die Fouriertransformierte einer invariant-retardierten Funktion ist. Wir
identifizieren sie mit den 6 Funktionen rXYZ aus § 2. Die Gleichungen
(2.16) sind dann erfüllt, sofern nur p2 < 1 + a2, q2 < 1 + a2 und
(q — p)2 < 1 + a2 ist. Unser Beispiel erfüllt also alle in § 2 gestellten
Forderungen, falls 1 + a2 Sì raf für X A, B, C.

Für die Vertex-Funktion ergibt sich mit MA MB 1

rA(w) (z + 2a-d)~1. (13)

rA (w) hat offenbar einen Pol bei z d — 2a — b — 2a + ic. Dieser liegt
in der geschnittenen w-Ebene, wenn

b-2a>0. (14)

Die Existenz eines solchen Poles ist mit der Gültigkeit einer Dipersions-
relation unverträglich. Diese Kalamität kann in unserem Beispiel nur
auftreten, falls a2 < 1/3 ist. Das bedeutet im Fall des Nukleon-Vertex

M+ß <
was erfüllt ist.

M ' |/3

Es würde zu weit führen, wenn der Verfasser alle Physiker namhaft
machen wollte, denen er im Hinblick auf diese Arbeit verpflichtet ist.
Besonderen Dank schuldet er J. R. Oppenheimer, dem Direktor des

Institute for Advanced Study, für die Einladung zu einem längeren
Aufenthalt in Princeton und der National Science Foundation für ihre finanzielle

Unterstützung.

Anmerkung bei der Korrektur. Drei neue Arbeiten von R. Karplus, C. Sommer-

field, E. Wichmann; Y. Nambu und R. Ohme (alle im Druck) befassen sich u. a.

mit der Vertex-Funktion in der niedrigsten störungstheoretischen Näherung.
Vergleiche dazu auch G. Källen und A Wightman8) (im Erscheinen in Kgl. Danske
Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd.). Appendix III. Während die Autoren zu einer
beträchtlichen Klärung der Verhältnisse auf der reellen Achse gelangen, bleibt das
eventuelle Auftreten komplexer Singularitäten vollständig im Dunkeln.
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Corrigenda HPA Vol. 31/1

S. 39. Tabelle B. Addendum: 10-6 in den Spalten unter d. K) dt

^(T,K) • d(T,0) ¦

{u, K) ' (u, o) »

S. 42. Fussnote 14) soll heissen W. G. L. Jb. 1953 statt W. et L. Jb. 1953
S. 42. Fussnote 19) soll heissen Mehrparametrige... statt Mehrparametrge
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