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Der j3-Zerfall des negativen Miions
in einer divergenzfreien Theorie der Leptonen?)

von Hans Hofer

Institut fiir theoretische Physik der Universitit Bern

(6. XI. 65)

Zusammenfassung. In einer von E. C. G. SUDARSHAN vorgeschlagenen divergenzireien Theorie
der Leptonen wird der §-Zerfall des Miions in zweiter Ordnung der Stérungsrechnung diskutiert. Das
wesentliche Element dieser Theorie bilden vier Hilfsfelder mit indefiniter Metrik. Die diesen
Feldern zugeordneten Hilfsmassen regularisieren den Fermionpropagator so, dass keine Ultra-
violettdivergenzen mehr auftreten. Es wird gezeigt, dass das Matrixelement fiir den Zerfall des
Miions der Unitarititsbedingung geniigt, falls die Hilfsmassen gewisse Bedingungen erfiillen. In
einer Niherung wird sodann das Elektronenspektrum, das Elektronenrichtungsspektrum und die
Lebensdauer des Miions berechnet. Eine exakte Bestimmung der vier Hilfsmassen ist auf Grund der
heutigen experimentellen Information nicht moglich. Es kann jedoch eine obere Grenze dafiir
angegeben werden, welche bei etwa 25 Milonmassen liegt.

I. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird der Zerfall des negativen Miions in der von
E.C.G. SunARSHAN vorgeschlagenen divergenzfreien Theorie der Leptonen [1] 2) disku-
tiert. Diese Theorie schliesst die Verwendung eines Hilbertraumes mit indefiniter
Metrik ein. Im Gegensatz zur konventionellen Vier-Fermion-Theorie geht in die
modifizierte Theorie eine gewisse Zahl von Hilfsfeldern ein, welche die gleichen
Quantenzahlen aufweisen wie die Felder selbst, sich jedoch in der Masse von diesen
unterscheiden. Diese Hilfsfelder werden in einem Hilbertraum mit indefiniter Metrik
quantisiert. Die Hilfsmassen regularisieren den Fermionpropagator so, dass die
tiblichen Ultraviolettdivergenzen verschwinden. Es zeigt sich, dass zur Regularisie-
rung vier Hilfsfelder geniigen, ohne dass an die hierbei auftretenden Hilfsmassen zu-
sdtzliche Bedingungen gestellt werden miissen. Die von E. C. G. SUDARSHAN[1] ge-
forderte Hilfsmassenbedingung erweist sich als iiberfliissig. Im Rahmen der modifi-
zierten Theorie werden das Elektronenspektrum, das Elektronenrichtungsspektrum
und die Lebenszeit des Miions als Funktion der Hilfsmassen berechnet. Eine exakte
Bestimmung der vier Hilfsmassen ist auf Grund der heutigen experimentellen Infor-
mation nicht méglich. Dank dieser Information kann lediglich eine obere Grenze fiir
diese Hilfsmassen angegeben werden; sie liegt etwa bei 25 Miion-Massen.

1) Unterstiitzt durch den Schweiz. Nationalfonds zur Férderung der wissenschaftlichen
Forschung.

%) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, S. 57.

4 H.P. A. 39,1 (1966)
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Dass eine solche obere Grenze existieren muss zeigt sich schon darin, dass die
Matrixelemente fiir grosse Hilfsmassen in die quadratisch divergenten Matrixelemente
der gewohnlichen Theorie tibergehen.

Im zweiten Abschnitt wird das Matrixelement fiir den Zerfall des Miions in zweiter
Ordnung der Storungsrechnung berechnet und gezeigt, dass in der Tat keine Ultra-
violettdivergenzen auftreten. Der Nachweis, dass die vorliegende Amplitude im
physikalischen Unterraum (Zustdnde mit positiver Norm) der Unitaritdtsbedingung
geniigt, falls die Hilfsmassen gewisse Bedingungen erfiillen, wird im dritten Abschnitt
erbracht. Im vierten Abschnitt berechnen wir sodann das Elektronenspektrum, das
Elcktronenrichtungsspektrum und die Lebensdauer in einer Ndherung, in welcher die
Hilfsmassen gross sind gegeniiber dem Impulsiibertrag durch die innere geschlossene
Fermionlinie. Eine eingehendere numerische Analyse der gendherten Spektren und
der gendherten Lebensdauer wird im fiinften Abschnitt durchgefiihrt.

I1. Der Miion-Zerfall in zweiter Ordnung

Wir wollen das Matrixelement fiir den Zerfall des Miions berechnen. Dabei soll der
modifizierten Vier-Fermion-Wechselwirkung folgende Lagrange-Dichte zugrunde-
gelegt werden [1].

L(x) = Lyx) + G J5(x) J* (%) (1)

4
1 - ; ’
+Z [_ P 2i(— 1y 0, + my) Xz‘]JV hc. (2)
i=1
— 1 : — 1 y
];.(x):E’Pih?(l—@%)?{j‘*‘Z"Pz‘?’}.j(l_ﬂ’s)?{j (3)
i,7=1,3 ,7=2,4

Wy, %1, We und y, entsprechen den Elektron-, Elektronneutrino-, Miion- und
Miionneutrinofeldern. IThnen ordnen wir die Hilfsfelder v, x5, v, und y, zu. Die
Massen der geladenen beziehungsweise neutralen Felder y; und y, bezeichnen wir mit
m; und m; .

Fiir gleiche Zeiten sollen die acht Felder folgende Antikommutationsrelationen
erfiillen:

e(r) 0(x — x)

[’Pi(x): %Uf(x’)}

+ [0 =%
[7:(2), %7 ()] = (i) 0(x —X') (4)
+ %y = %"
+14=1,2
eli) =
—1i=3,4

Alle andern Antikommutatoren verschwinden.
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Auf Grund dieser Lagrange-Dichte erhalten wir fiir den Miion-Zerfall in zweiter
Ordnung folgende neun Diagramme:

(A)
e\/ 7,
HFye HFp( | wp (B)
r/ v
e- l'/e e ie
o HFe (|3, HFe (] HFy (C)
r/ v/ e
Fig. 1

Bekanntlich sind die acht Matrixelemente zweiter Ordnung (Figur 1, B und C) qua-
dratisch divergent. Wir werden zeigen, dass sich infolge der indefiniten Metrik die
Divergenzen der Summe der vier Matrixelemente (B) aufheben, sodass dieser Grup-
pe ein konvergentes Matrixelement zugeordnet werden kann. Dasselbe gilt fiir die
Gruppe (C).

Die Summe der vier Matrixelemente (B) kann auf das Integral

r ’ [ 1 i 1 1
MM, M, 0B = [ 9P [yag O = ivd) {3 — 557

1 ; 1 1

ez i sy~ e ) )
zuriickgefithrt werden. Dabei bezeichnet M die Masse des Miions, M’ und p’ die
Massen der in (B) auftretenden Hilfsfelder. Die Summe der Matrixelemente der ge-
schlossenen Fermionlinien der Gruppe (C) fithrt auf dasselbe Integral; die Werte der
Parameter M, M’ und ' bezeichnen in diesem Fall analog die Massen der in (C) auf-
tretenden inneren Linien.

Die Auswertung des Integrals ergibt:

Ay (M, MY, ', QF) = (= 247%) {f(Q% M, M, ') g, + g(Q% M, M, ') 0, @} (6)

i M’2_02 2054+ M’5—3 0 M2 M2 (2
Mo Y8 (RN o
- 2 Q%+ M®—3 Q4 M2 o f‘{i - (M’2—u'2)3+2 Q53 Q:;(M*fz__ﬂii
12 Q4 g le 12 04

i (Vi T R VT
M2— Q24 ) (M2— Q% — 22— 4 p/2 (2

— log 3 R e s
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M2 )24 Q2 (M2 +u’2) -2 Q* M2 (M2—pu 2842083 94(M2+Mf2)
’ 12 g8 }+ log 7 - {‘ 12 O }

M2— QP+ — | (M2— Q% — p'?)2— 4 p'2 QP , ;
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+ lo M2 _ 02— ;,'2)2 — 2 02
s — QPR (M- QP R 2 V( =BT

.{—Q“—Qz(M’2+u’2)+2(M’2—M’2)2}+10 M { - 0%+3 Qz(M4—u’4)—2(M2—M’2)"'_}
12 Q8 e 12 g8

MZ—Q2+M'2'—|/ ME_Q2_ )2 _4 2 Q2 < i
o 15 M2 — 02 — /22 — 4 /2 02
Ny Y2 — Q2 — 22— 42 Q
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{ Q-0 ngL ( M)}+3ﬁé4 (M2 — MZ)}' (8)

Damit folgt fiir das totale Matrixelement der Prozesse A, B und C:

_ (—iG) my
e v, v | R|p> = mﬁ—qu;-w%+%+%~w

@) v (L= yg wgla) {200 vt 5 (1= i) vligs)

A}.g(e) - A}.o(mli mg, M3, Q ) (10)
7g (ag07) € (q4,8)
V,u- (qa'ﬁ)
F-(qlva)
Fig. 2

Die Impulse und Polarisationen gehen aus Figur 2 hervor; Q bezeichnet den
Impulsiibertrag auf die geschlossenen Fermionlinien.
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In iiblicher Weise erhélt man fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit des zerfallenden
Miions:

N(qy, 0) dgqpsin 0 d = ——— f dq, d3q; dq, I< e,V ;e | R|p > (11)

0 ist der Winkel zwischen dem Miionspin und dem Impuls des emitierten Elektrons.

Im Ruhesystem des Miions fiihrt die Auswertung der Spuren auf das Integral:

Q%o
. G?sinf d6 d
N(ga, 0) sin d8 dgag = ~55 iye s / a(Q2) F(Q2, ¢4, 0) (12)
@l
02 |0 m2|q4|mm1+m2g4o) 02 In:m2(—m2|q.4|‘m%+mz‘1@i' (13)

—qeot 19,4l — 40— 1941

F(Q% g1, 0) = — (1 — o Re [£(Q% ) + /(02 4)))
: {[Qz—l—'mi—Zmzqm] [Q2 + m5 — 2 my gag] — 2 [QF + m3 — 2y gy
' [leq l (M5 qao — My * My — QX my — qa)] + 73 | g4 l]-cosﬂ}

G
g Re [8(0% ) + g2 o)1 | m [ + 2 — 2my g

oy [(Q2— m3) | gy | — TSl

<[5 qag — 1y 1} — Q2my — quo)]| cos 0] (14

Die verbleibende, nichttriviale Integration iiber Q2 wird im Rahmen einer Naherung
im Abschnitt IV ausgefiihrt. Bevor wir auf diese Ndherung eintreten, wollen wir kurz
die Auswirkungen der Annahme einer indefiniten Metrik auf die Unitaritatsbeziehung
fiir das eben berechnete Matrixelement untersuchen.

II1. Unitaritat

Da der vorliegenden Theorie ein Hilbertraum mit indefiniter Metrik zugrunde
liegt, ist die S-Matrix auch im Unterraum der Zustinde mit positiver Norm nicht
unitir, sondern pseudounitir. Beschrinkt man sich auf Uberginge zwischen physika-
lischen Zustdnden (Zustidnde mit positiver Norm), so schliesst im allgemeinen die in
der Pseudo-Unitaritdtsbeziehung auftretende Summation iiber Zwischenzustinde
auch solche negativer Norm ein. Diese Beitrige, die die normale Unitaritét verletzen,
treten jedoch erst auf, wenn die Produktionsschwelle fiir Hilfsteilchen erreicht ist.

Im Folgenden soll explicite gepriift werden, dass das berechnete Matrixelement fiir
den Miion-Zerfall in der Tat der normalen Unitarititsbeziechung geniigt, wenn die
Hilfsmassen geniigend gross sind.
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Die Pseudounitaritit der S-Matrix lisst sich durch folgende Gleichung fiir die
t-Matrix ausdriicken:

¥ s 84 P, — P) (15)

im mi m i

—{(f® — N, N, %), — — [ N,-N, {0
m

Sy =08, — 18 (P,— P) 1,

3 ===

- | o 1 Felder mit positiver Norm
" | — 1 Felder mit negativer Norm

Die Wechselwirkung (3) erméglicht Prozesse der Art
M__>HF/"’+1}/»+;/¢
p-—>HFe+v, +v, usw.

Damit das Miion gegeniiber diesen unphysikalischen Zerfillen stabil ist, miissen die
Hilfsmassen den Bedingungen

3

3
vV VvV VvV V
3 3

3
E
I
E

W N W~

(16)

S
=
|
3

geniigen.
Unter Berticksichtigung dieser Bedingungen tragen zur rechten Seite der Glei-
chung (15) nur noch die Prozesse

B~ =+ P 1,
e“—i—vg—i—vu—>e'+re—i—vu

bei.
Der Zwischenzustand enthilt also nur noch Felder mit positiver Norm

N,=N;=N,=1.

Die linke Seite der Gleichung (15) berechnen wir aus dem totalen Matrixelement in
zweiter Ordnung. Mit den Hilfsmassenbedingungen folgt:

: G%m my - my
— i — @) — T l/ S

(2 m) 910 * 910
2 6+ 6_3 4 2 6+2 6_3 2 4
[P, - R 0,0, (17)

Durch Berechnung der rechten Seite der Gleichung (15) bestdtigt man, dass die
Amplitude in zweiter Ordnung der Unitaritdtsbedingung im physikalischen Unter-
raum in der Tat geniigt, falls die Hilfsmassenbedingungen erfiillt sind.
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IV. Ndherungen

Die theoretischen Ergebnisse tiber den u-Zerfall in erster Naherung der Stérungs-
rechnung stimmen mit der experimentellen Information sehr gut iiberein. Beim Bei-
trag der zweiten Ordnung kann es sich somit nur um kleine Korrekturen handeln.
Kleine Diskrepanzen zwischen den experimentellen und den theoretischen Resultaten
wurden festgestellt [2], doch kann es sich hier nicht darum handeln, die Parameter der
Sudarshanschen Theorie an die experimentellen Resultate anzupassen, dazu ist die
experimentelle Information zu spirlich.

Im Folgenden soll lediglich die Gréssenordnung der Hilfsmassen aus der Bedingung
abgeschitzt werden, dass die Abweichungen von den Resultaten der ersten Ordnung
nicht mehr als einige Prozent betragen sollen.

Fiir eine erste grobe Abschidtzung wollen wir voraussetzen, dass alle Hilfsmassen
von gleicher Grossenordnung seien. Man erhilt in F(Q?, ¢,, 0) (14) zum Beispiel fiir
die Grossenordnung des ersten Terms der Beitrige zweiter Ordnung:

G m3 my \4 |2 my \4 g \ 2
s |(ne) tos (t) =+ () 1o (52)7]-

Diese Korrektur hingt stark von der Grosse der Hilfsmassen ab. Vorausgesetzt, dass
keine zufilligen Kompensationen auftreten, diirfen die Hilfsmassen 30 Miionmassen
nicht iibersteigen, wenn die Korrekturen innerhalb einiger Prozent liegen sollen.

Das Elektronenspektrum, die Lebenszeit und das Elektronenrichtungsspektrum
wurden fiir verschiedene Werte der Hilfsmassen numerisch ausgewertet, wobei die
Voraussetzung gemacht wurde, dass simtliche Hilfsmassen grosser als fiinf Miion-
massen sind. Wie iiblich vernachldssigen wir die Elektronenmasse gegeniiber der
Masse des Miions.

Fiir diese Spektren und die Lebenszeit erhidlt man durch Entwicklung von

F(Q? g4, 0) nach Q2:

1 [my\4 2 (my\2 G-D (1—x) (#2— (my/my)?)
+?(m2) +x(i)]+m)2 =i } (18)
_ 1922 )
TE G, (1—¢ (19)
und
N(0) sinf df ~ — 16"%7 (1) [1} -&cost] sin df (20)
wobel
x — _ Pa
Ibéﬂmax
G A 5 1 m
=T (P[5 -5 ee ()] + 0
& 107 8

& =1+4p; Q:»W{A [ - — 5 log (—Zif] —IOD}
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’ ’ ’ 2
A= - — 4 ) -+ (i} — Y log (74

PN

D= —2mi+ 5 (my2mf + my2omd) — - [mh+ (ml — my)

- log (::f )2 + (m§ — my4) log (ZZ )2— my* log m,% + my log (ml )2] .

my
Die Massen in A, B und D sind auf die Miionmasse normiert.

V. Numerische Auswertung

Wir wollen nun das Verhalten der Korrekturen ¢ und g fiir einige charakteristische
Hilfsmassensitze untersuchen. Da in 4, B und D die Hilfsmassen nur in geraden
Potenzen auftreten, kénnen wir uns auf positive Hilfsmassen beschrinken. Zudem ist
das relative Vorzeichen von G nicht bestimmt, sodass auch die Vorzeichen der Kor-
rekturen A4, B, D, ¢ und p nicht bestimmt sind. Wir setzen in der Folge voraus, G sei
positiv.

Die Tabelle I gibt eine Ubersicht iiber die Abhingigkeit der Korrekturen ¢ und g
als Funktion der Hilfsmassen. Fiir Hilfsmassen zwischen 4-6 Miionmassen sind die

Tabelle I
m, My Mg m £ 1]
4 6 4 6 —0,239-10% 0,687 - 10—8
6 4 6 4 —0,209 - 104 0,263 - 103
4 6 5] 4 —0,576 - 104 0,293 - 103
6 4 4 6 0,126 - 104 —0,127 - 10
4 6 6 4 —0,576 + 104 0,964 - 10-3
6 6 6 4 —0,239 104 0,687 - 10-3
8 6 6 4 —0,141 - 103 0,195 - 102
10 6 6 4 —-0,145-10-8 0,195 - 102
15 7 6 5 —0,143 - 10 —0,461 - 102
20 7 6 5 0,186 - 102 —-0,463 - 101
25 7 6 5 0,736 - 102 —-0,159 - 103
30 7 6 5 0,194 - 101 —0,398 - 102
35 7 6 5 0,420 -101 —0,838 - 102
15 23 23 35 0,452 - 101 —-0,201
20 23 23 35 0,395 -101 —-0,142
25 23 23 35 0,331 - 101 —-0,610-101
30 23 23 35 0,278 - 101 —0,146 - 101
35 23 23 35 0,252 -101 —-0,402 - 101
40 30 60 50 0,113 - 101 0,183 - 10
50 30 60 50 0,844 - 102 0,151 - 10
60 30 60 50 0,559 -10-1 0,749 - 101
70 30 60 50 0,195 —-0,330 - 10

o]
o
W
o]
=)
o
O
o

0,481 —0,967 - 10
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Korrekturen kleiner als ein Promille. Wir stellen fest, dass die Asymmetriekorrektur o
wesentlich empfindlicher auf die Wahl der Hilfsmassen reagiert als die Korrektur e der
Lebenszeit. Die obere Grenze fiir die Hilfsmassen ergibt sich daher aus der Forderung,
dass die Asymmetriekorrektur den experimentellen Werten nicht widerspricht. Sie
liegen etwa bei 25 Miionmassen.

Da die funktionelle Abhiingigkeit der Korrekturen von den Hilfsmassen von ziem-
lich komplexer Struktur ist, kénnen grundsitzlich auch bei sehr grossen Hilfsmassen
noch zuféllige Kompensationen auftreten, sodass die Korrekturen in der Lebenszeit
und in der Asymmetrie wieder klein werden kénnen. Ein Beispiel ist am Schluss der
Tabelle I angefiihrt. Solche zufallsartige Kompensationen sind jedoch aus zwei
Griinden nicht zuldssig. Erstens treten sie im Elektronenspektrum nicht auf, da der
Term B monoton von den Hilfsmassen abhingt. Sind zweitens die Absolutwerte der
Korrekturterme zu gross, so tragen héhere Ordnungen der Stérungsrechnung wesent-
lich bei. Eine zufillige Kompensation kann sich nicht in allen Ordnungen aufrecht-
erhalten.

Die Gréssenordnung der Korrekturen und ihre ungefihre Abhingigkeit von der
Grosse der Hilfsmassen geht aus Tabelle I hervor.

Eine eingehendere numerische Analyse ist erst dann sinnvoll, wenn die experimen-
tell festgelegten Abweichungen von den Voraussagen der ersten Ordnung der Stérungs-
theorie mit wesentlich héherer Genauigkeit bekannt sind.

Herr Prof. Dr. E. C. G. SunarsHAN hat die vorliegende Arbeit vorgeschlagen,
wofiir ich ihm bestens danke. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. A. MERCIER fiir
die freundliche Aufnahme im Institut fiir theoretische Physik der Universitit Bern

sowie den Herren Dr. V. GorgE und Dr. H. LEuTwYLER fiir die wertvollen Dis-
kussionen und Hinweise.
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