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CHAPITRE IX

56. Les coordonnées projectives de la droite ou du point sur la
sphére ne sont les indices de la face et de l'aréte correspondante (§
13) qu'autant que les constantes »; (et ;) déterminent elles-mémes
une face (et une aréte-unité) prises dans le complexe des faces et
arctes possibles du eristal. Pour tout autre choix purement arbitraire
de ces constantes, les valeurs u; et x; n’ont donc plus rien de les-
sentielle propriété des indices que constitue leur rationnalité, mais
restent néanmoins pour la face et l'aréte qu'elles déterminent ce
qu'elles sont pour la droite sphérique et le point correspondant : les
sumples coordonnées projectives de cette face et de cette aréte, rap-
portées au triedre des 3 faces fondamentales avec des constantes »; (et
i, arbitrairement choisies.)

Or tout ce qui a été établi jusqu’ici des indices, en dehors preé-
cisément de ce qui touche a leur rationnalité qui seul exige expres-
sément pour sa démonstration que la face (et larete-unité) sorent
une face (et une aréte du complexe), est complétement ndépendant
des valeurs »; et u; a la seule condition que celles-ci satisfassent
aux relations essentielles u;»; =sin A;. Les résultats des §§ (23—
55) subsistent donc intégralement pour toutes les combinaisons p;»;
satisfaisant a cette condition, c’est-a-dire pour chacun de cette infinité
de systéemes possibles de coordonnées projectives auxquels nous pou-
vons rapporter notre complexe du cristal.

57. Un seul de ces systémes nous offre ici un intérét particulier;
celur pour lequel nous choisissons les constantes :

iy =1 v; —sin A;

qui remplissent donc ainsi la condition nécessaire p;v; =—=sin A;. Le



point-unité sur la sphere étant alors le barycentre * du triangle
sphérique que déterminent les v; (la droite-unité est sa polaire trili-
néaire ou le grand cercle parallele a la circonférence circonscrite a
ce méme triangle), on obtient ainsi directement les coordonnés bary-
cenfriques de Mobius de la droite et du point sur la sphére**, tandis
que pour la face et l'aréte correspondante les valeurs u; et x; ne
sont autres que ce que Liebisch appelle tout court les coordonndes
des faces et arétes du cristal.

Fn effet dans ce cas, les rapports des valeurs u; et x; que
nous fournit le § 26, se réduisent a:

U; : Uy o Uy == coS P ; cosd, : cosdy (33)
X; 1 X, : Xy == sIn A, cos¥, :sin A, cosd, : sin A, cos

Les coordonnées d'une face sont donc les cosinus des angles
d'incidence de cette face par rapport aux arétes fondamentales, ou
un multiple positif quelconque de ces valeurs; les coordonnées d’une
aréte sont les cosinus, multiplié chacun par le sin A;*** correspon-
dant, des angles d’incidence de cette arcte par rapport aux faces
fondamentales, ou un multiple positif quelconque de ces valeurs.

58. La relation fondamentale u;»; = sin A; étant donc satisfaite,
quoique non contenues I'une et l'autre dans le complexe des faces et
arétes possibles, l'aréte-umté, ou plutot la droite menée du point O
au point-unité sur la sphére, n’en est pas moins 'harmonique de la
face-unité, c'est-a-dire du plan du grand cercle qui est la droite-
sphérique unité, et réciproquement. La relation :

U X, + wx, + ugx; =0

qui est I'équation en dndices entiers de la face u; ou de laréte x;,
reste 'équation en coordonnées quelconques de cette méeme face et

*) Si les vecteurs-unités v, v, v, déterminent les 3 sommets d'un triangle
sphérique, le vecteur: r, 4+ r, + r, détermine son barycentre, puisqu’il représente
un point situé sur chacune des droites joignant un sommet au milieu du eoté
oppose.

") M. Daniéls : Essai de géométrie sphérique en coordonnées projectives p. 45.

**) Liebisch multiplie par le sin a; correspondant, mais ce sont les mémes
coordonnées puisque nous avons sin A; .*. sin a; la seule différence qui en ré-
sulte est que plus loin nous trouverons la valeur A, sinus du triedre des [; (§ 9),
ot Liebisch trouve la valeur D da sinus du triédre des 1, puisque 4 = MD.
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de cette méme aréte; enfin identiquement au résultat du § 27, les
coordonnées d'une face quelconque du eristal sont les valeurs in-
verses de celles de son aréte harmonique, et celles d'une aréete les
valeurs 1nverses de celles de sa face harmonique,

Les coordonnées de laréte in-
tersection des 2 faces de coor-
données u; et u’, sont encore les
déterminants de second ordre:

u; Uy
ug uj

u; u,
uj u,

b »

Celles d’'une 3me face tavtozo-
nale aux 2 faces données, sont
également de la forme :

u; —4Aug
mais le parametre 4 a perdu, comme
les valeurs u; et uj, sa propriété
d’étre nécessairement rationnel.

Enfin celles des 4 faces tauto-

zonales u;, uj, uf, u?, satisfont
encore 1'égalité (19):
A (wu”);  (uu”)

oy :
(uu'u”u )__E = W) W)
et, quoique valeurs quelconques,
représentent par ce rapport de leurs
quotients ainsi constitués, la va-
leur rationnelle du rapport anhar-
monique des 4 faces.

Les coordonnées de la face-
jonction des 2 arétes de coordon-
nées x; et x{, sont encore les
déterminants de second ordre :

X3 Xy
Xs X1

X X3

’

’ H Xl. X{;

Celles dune 3me arcte copla-
naire aux 2 arétes donndes, sont
également de la forme :

X; — AX]
mais le parametre 4 a perdu, comme
les valeurs x; et x{, sa propriété
d’étre essentiellement rationnel.

Enfin celles des 4 arétes copla-
naires x;, X;, x7, x7, satisfont
encore l'égalité (19):

A (xx7); (XX”)y

XE X E e = ;
( X ) ju’ (X’X”)i (Xfxw)k

et, quoique valeurs quelconques,
représentent par ce rapport de leurs
quotients ainsi constitués, la va-
leur rationnelle du rapport anhar-
monique des 4 arétes.

59. Il serait facile de continuer a développer ainsi ce parallé-
lisme complet entre les coordonnées et les indices des faces et arétes
du eristal pour les problemes du § 38 et pour les autres résultats
des chapitres précédents; ce parallélisme est d’ailleurs naturellement
le fait, comme nous l'avons dit, de chacun de linfinité de systémes
possibles de cocrdonnées projectives auxquels nous pouvons rapporter
le complexe du cristal. Il est par contre une particularité intéressante
dans le systéeme des coordonnées et y apportant une simplification
qui ne se retrouve pour aucun autre systéme :



Le tenseur u, du vecteur de la Le tenseur x, du vecteur de I'a-
face quelconque de coordonnées u;: | réte quelconque de coordonnées x;:
viug Ly vl -+ vouyly X e Xoty - g Xaty

qui nous est fourni dans le cas | qui nous est fourni dans le cas
général par la racine carrée de la | général par la racine carrée de la
forme quadratique £(uu), nous est | forme quadratique o(xx), nous est
en outre donné dans ce cas-ci, | en outre donné dans ce cas-ci,
directement et sous une forme bien | directement et sous une forme hien
plus simple, par les 3 relations | plus simple, par les 3 relations

du § 14: du § 14:
u, cos ¢, —»u, sin h, X, co8 ¥ — u x; sin hy
u, cos ¥, — »,u, sin h, X, €08 ¥, = u,X, sin h,
u, cos ¥y — »yuy sin hy Xy COB ¥ = g% 8in. by
Si nous y substituons en effet Si nous y substituons en effet

aux valeurs wu; les coordonnées | aux valeurs x; les coordonnées
cos 1, chacune des 3 équations | sin A; cos @, chacune des 3 équa-

nous donne également : _ tions nous donne également :
Wy = \/Q(UU) =4 Xy == \/o)(xx) ==, |

ou mieux, pour éviter toute con- | ou mieux, pour éviter toute con-
fusion, en écrivant dans la forme 2, | fusion, en écrivant dans la forme w,
dont les coefficients », sont les | dont les coefficients g, sont les
valeurs sin A, les expressions | valeurs u,=—1, les expressions
memes cos 9 mémes sin A, cos ¥ :

A= \/!J(cos & cos ) (34) | A= \/};—)Gn A cos 9. sin A cos ) (34)

Done s1 les valeurs u; et x; sont les coordonnées cos 9, et
sin A, cos ¥, des faces et arétes du cristal, la racine de la fonction
quadratique de ces coordonnées \V 2(uu) et \/o(xx), (nous écrivons u;
et x;, é¢galement dans le paragraphe suivant, uniquement pour sim-
plifier Iécriture), qui est le tenseur des vecteurs déterminant chaque
face et chaque aréte, est une quantité constante, indépendante de

ces coordonnées u,; et x;, et égale au sinus du triedre des vecteurs
des faces fondamentales.

60. Dans ces conditions, les résultats des §§ 29, 30, 32, ete.,
exprimés en coordonnées, nous donnent également les propriétés ou
les simplifications suivantes.



Pour toute aréte x;
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non coplanaire a la face u,, la fonction

linéaire de leurs coordonnées ainsi constituée :

U X, + UpX; + ugXy = 4 cos J

est constamment égale au produit du sinus du ftriedre des |,

(35)

par

le cosinus de I'angle d'incidence de I'aréte par rapport a la face.

Le cosinus et le sinus de I'an-
gle ¢ de 2 faces de coordonnées
u; et u} deviennent; en d’autres
termes, entre le cosinus ou le si-
nus de l'angle ¢ de 2 faces, leurs
cos ¥; et cos ¥{ correspondants,
et les constantes angulaires du
complexe, il existe les 2 relations
suivantes :

cosip = &;?,—)
in o — M"/‘““j,“ ) (uw)]

Le parameétre 2 des coordonnées
de la 3me face u; tautozonale aux
2 faces données u; et uf, est in-

dépendant des tenseurs \/o(uu) et
Vo('u' des vecteurs de ces faces :

l_sin uu”
~ sinu’u”

Enfin la fonction linéaire sui-
vante, constituée des coordonnées
d’'une face et de celles de son

aréte normale:
u; Q' (uy)4-u, Q' (u)H-us 2 (u)=0(un)

est également une constante, et
sl nous remarquons que les va-
leurs ©'(u;) sont les valeurs ab-
solues Ax; (§ 41), la fonction des

Le cosinus et le sinus de 'an-
gle y de 2 arétes de coordonnées
x; et x! deviennent; en dautres
termes, entre le cosinus ou le si-
nus de 'angle v de 2 arétes, leurs
cos #; et cos ¥ correspondants,
et les constantes angulaires du
complexe, il existe les 2 relations
suivantes :

COsYP— w(j:X,)
/
sin P == \/ Q[(MXA)(, — 1]

Le parametre 4 des coordonnées
de la 3me aréte x{ coplanaire aux
2 arétes données x; et x{, est in-

dépendant des tenseurs \ w(xx) et

V o(x’x’) des vecteurs de ces arétes :

P sin xx”
sinx’x”

Enfin la fonction linéaire sui-
vante, constituée des coordonnées
d'une aréte et de celles de sa
face normale :

X; @' (%) )X, 0" (X,) 4= X0 (x5)=0(xx)

est également une constante, et
sl nous remarquons que les va-
leurs ’(x;) sont les valeurs ab-
solues Au; (§ 41), la fonction des



seules coordonnées (cos#; etsin A; | seules coordonnées (sin A; cos 9,
cos ;) : et cos 9;):

WXy 4 WX, + uyxy — 4 (36) X Uy + XUy +Xguy — A4 (36)
est encore une constante égale au | est encore une constante égale au

stnus A des vecteurs des faces | sinus A des vecteurs des faces
fondamentales. fondamentales.

61. Tout ce qui vient d’eétre dit des coordonnées trouve son
application 1mmeédiate dans le cas méme des ¢ndices du premier
complexe cristallin. En choisissant comme faces fondamentales les
3 faces du cube ef comme face-unité la face de I'octaédre dont 1'aréte
harmonique possible est la diagonale du cube passant par le point 0
et détermine le barycentre du triangle sphérique des r;, les constantes
du complexe cubique satisfont en effet les conditions du systeme des
coordonnées :

gy =1 #, =80 Ape==1
Cos. iy =—0 A =] cos A, =0

Pour le systeme de référence choisi, les indices entiers des
faces et aretes du complexe cubique et leurs coordonnées sont donc
les mémes valeurs.

Pour chaque face du complexe, Pour chaque aréte du complexe,
les cos ¥, de ses angles d’inci- | les cos ¢, de ses angles d’incidence
dence par rapport aux arétes fon- | par rapport aux faces fondamen-
damentales, sont donc entre eux | tales(puisquesin A; —1),sontdonc
dans le rapport de 3 nombres en- | entre eux dans le rapport de 3

tiers quelconques : nombres entiers quelconques :
COS Dy 1 COSPy 1COSPy —M:n:p COS 91 1 COS ¥, : COS Jy =M :N: P
Pour chaque face du complexe, Pour chaque aréte du complexe,

sa forme quadratique @(cos ¢ cos ) | sa forme quadratique w(cos 9 cos 9)
correspondante, ainsi simplifiée | correspondante, ainsi simplifiée
puisque sin A, =1 etcos A; =0, | puisque sin A; = 1 et cos a; =0,
se réduit a l'unité : se réduit a I'unité:

cos?9, -+ cos?d, -+ cos?9; =1 cos?9; + cos?d, 4+ cos?y9; —1

(Cest la relation originelle entre la somme des carrés des cosinus-
directeurs d'un vecteur quelconque par rapport au systéme d’axes
rectangulaires passant par son origine.



Les indices de chaque face du com-
plexe cubique sont ceux de son aréte
normale (§ 43). Les angles d'incidence
de chaque face par rapport aux arétes
fondamentales étant les amgles d’inci-
dence de l'aréte normale par rapport
aux faces fondamentales avec le systéme
de référence choisi, les coordonnées ¢’est-
d-dire les cos ¥; de chaque face du com-
plexe cubique sont également les coor-
données ou les cos ¥; de son aréte nor-
male. Leur fonction linéaire de la forme
(36) a donc encore pour valeur 4 ¢’est-
d-dire Tunité,
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Les indices de chaque aréte du com-
plexe cubique sont ceux de sa face nor-
male (§ 43). Les angles d’incidence de
chaque aréte par rapport aux faces fon-
damentales étant les angles d'incidence
de la face normale par rapport aux aré-
tes fondamentales avec le systéme de
référence choisi, les coordonnées ¢’est-a-
dire les cos J; de chaque aréte du com-
plexe cubique sont également les coor-
données ou les cos ¥ de sa face nor-
male. Leur fonection linéaire de la forme
(36) a donc encore pour valeur 4 c’est-
a-dire 'unité. -

Le cos # de l'angle d’incidence d'une face et d'une aréte quel-

conque est la fonction des cos 9,

de celte face et de cette aréte :

cos ¥ = cos . cos?, + cosd,. cosd, + cosd,. cosi,

Le cosinus et le sinus de I'an-
gle de 2 faces sont les fonctions
de leurs cos ¢; et cos 9/ :
cosg—cosd, cosd)| 4cosidcosd), 4 cosd e
sing—\/ (cosd, cosd—cosd,c.94)*+ () +( )

Le cosinus et le sinus de I'an-
gle de 2 arétes sont les fonctions
de leurs cos 9; et cos 9, :

cosy—=cost), cosl| + cosd,cosd),+ cosd, e

sinyp=\/ 7czoﬁsvz’)'.,cosil{‘_cagﬁig.ﬂt{)_"‘:i—“ 1 T
/ \( 2 3

Enfin puisque les coordonnées du complexe cubique sont égale-
ment ses indices (naturellement uniquement toujours pour le systéme
de référence choisi), le parameétre 2 de ces coordonnés est une quan-
tité rationnelle et puisque nous avons: (§ précédent)

— sin uu”
sin u’u”

le rapport de position de chaque
face du complexe cubique par rap-
port & 2 autres quelconques qui
lui sont tautozonales, est une quan-
tité rationnelle. Ce parametre ra-
tionnel peut done valoir 1 ou —1;
par le fait pour chaque couple de
faces d'une zone quelconque du
complexe cubique, la face bissec-
trice est une face possible et ap-
partenant au complexe.

e Siﬂxfﬂ_
le rapport de position de chaque
aréte du complexe cubique par rap-
port & 2 autres quelconques qui
lui sont coplanaires, est une quan-
tité rationnelle. Ce parameétre ra-
tionnel peut donc valoir 1 ou —1;
par le fait pour chaque couple
d’aretes d’une zone quelconque d’a-
rétes du complexe cubique, I'aréte
bissectrice est une aréte possible
et appartenant au complexe.




	

