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Mitt. Gebiete Lebensm. Hyg. 75, 157—166 (1984)

Allgemeine statistische Uberlegungen zur Aussagekraft
von Analysenresultaten

Some General Statistical Considerations Concerning the Quality
of Analytical Results

H. R. Roth
Institut fiir Tierproduktion, ETH, Ziirich

Einleitung

Wir stoflen laufend auf die Darstellung von Analysenresultaten in der Form
22,661 10,385 (7 =6)

wobei 22,661 offenbar den Mittelwert aus » = 6 Messungen darstellt und 0,385
dem Leser eine Vorstellung tiber die Genauigkeit geben soll. Ich will nun die Be-
hauptung wagen, daff in der Praxis eine Darstellung in obiger Form sehr oft irre-
fithrend ist. In meinem Vortrag mochte ich aufzeigen, unter welchen Vorausset-
zungen eine verniinftige Aussage iiber die Vertrauenswiirdigkeit von Analysenre-
sultaten gemacht werden kann.

Absolut notig ist das Verfolgen des gesamten Werdeganges eines Analysenre-
sultats. Am Anfang steht ein Los, tiber dessen Qualitit etwas ausgesagt werden
mufd. Daf sich einzelne Lose in ithrer Dimension, threm Material und in ihrer
Qualititseigenschaft stark unterscheiden konnen, geht aus der folgenden Aufstel-
lung hervor:

Los «Qualitit»

Schiffsladung mit Kohle Verbrennungswert, Aschegehalt
Lastwagen mit Obst Cu-Riickstand

200 Diingersicke N-Gehalt

Honigdosen im Verkaufsregal Nettogewicht

Brote in Bickerei Rohfasergehalt

Wasser in einem Teich Keimzahl, Temperatur

Luft in der Bahnhofstrale SO,-Gehalt

1 t Saatgut Anzahl Unkrautsamen pro 100 g
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Das Material kann aus eindeutig erkennbaren Einzelteilen bestehen oder eine
unstrukturierte Masse bilden. In beiden Fillen kann eine bereits erfolgte Grup-
pierung des Materials, zum Beispiel in Form einer Verpackung, vorliegen.

Das interessierende Merkmal kann eine qualitative Eigenschaft des Materials
betreffen, welche eindeutig bestimmbar ist. Die Vertrauenswiirdigkeit eines ent-
sprechenden Befundes kann in dieser Situation relativ einfach beurteilt werden.
Die entsprechende statistische Literatur ist sehr umfassend.

Im folgenden wollen wir uns der wesentlich komplexeren Situation zuwen-
den, wo das interessierende Merkmal eine quantitative Eigenschaft des Materials
betrifft, welche mit einem Mefverfahren mehr oder weniger genau erfalt werden
kann.

Meist sind wir an der mittleren Qualitdt eines Loses interessiert und nicht di-
rekt an der Variabilitit innerhalb des Loses. Sobald wir jedoch eine Aussage tiber
die Vertrauenswiirdigkeit eines Analysenresultates haben moéchten, sind wir auf
die Kenntnis der Art und des Ausmafles der Streuungsursachen angewiesen. Nur
so lassen sich Qualitatskontrollen mit vorgegebenem Produzenten- und Konsu-
mentenrisiko durchfithren oder gemessene Abweichungen von einem Sollwert
objektiv beurteilen (1-3).

Das einfachste statistische Modell eines Analysenresultats

Wird dem Los eine Probe entnommen und im Laboratorium analysiert, dann
setzt sich der Meflwert aus drei Komponenten zusammen:

y=Y+A+m

wobei y =Mefwert
Y = unbekannte durchschnittliche Qualitit des Loses
A = unbekannte zufillige Abweichung der Laborprobe von Y
m = unbekannte zufillige Abweichung des Meflwertes vom richtigen Wert

der Laborprobe.

Der Betrag von A hingt von der Inhomogenitit des Loses ab, welche durch
die Varianz o? charakterisiert werden kann. Die Varianz von A muf bei zufilliger
Probenahme mit o? tibereinstimmen.

Den MefRfehler m wollen wir vorldufig nicht in einzelne Komponenten zerle-
gen. Die Varianz von m bezeichnen wir mit o2. Sofern der Meffehler unabhin-

gig ist vom wahren Wert der Laborprobe, so setzt sich die Varianz des Meflwertes
y additiv aus den Komponenten 0% und ¢} zusammen:
02 = o} + 0.
Der Meflwert y kann unter Umstinden eine riesige Variabilitit (Unsicherheit)
aufweisen und ist somit kaum reprisentativ fiir die Qualitit des Loses. Leider gibt
uns die eine Messung iiberhaupt keinen Anhaltspunkt tiber die Gréflenordnung

: 7 3 2
der Varianzen o3, o7 und oy
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Die folgenden Maflnahmen konnen zur Steigerung der Aussagefdhigkeit des
Analysenresultates beitragen:

1. Reduktion von ¢4 durch Mischen innerhalb des Loses. Dies ist nicht immer
durchfithrbar und auch nicht immer sinnvoll. Fragwiirdig ist ein Mischen
dann, wenn innerhalb des Loses eine deutliche Unterteilung in Schichten er-
kennbar ist, zum Beispiel hervorgerufen durch verschiedene Herkunft einzel-
ner Teile oder durch ein Material, welches selbst zur Schichtbildung neigt.
Weisen nimlich die einzelnen Schichten unterschiedliche Qualitit oder eine
unterschiedliche Heterogenitit auf, dann sollte man ein Mischen unterlassen,
dafiir aber einen entsprechenden Stichprobenplan anwenden.

2. Reduktion von ¢ durch Verbesserung der Meflimethode.

3. Die Zahl der Laborproben erhéhen.

4. Mehrere Analysen pro Laborprobe durchfiihren.

Die Mafinahmen 3 und 4 fithren zu mehreren Mefiwerten, welche zu einem
Mittelwert ¥ zusammenzufassen sind.

Welche Auswirkungen das Stichprobenverfahren auf die Unsicherheit eines
berechneten Mittelwertes haben kann, soll anhand von drei méglichen Varian-
ten demonstriert werden. Obwohl in allen Varianten der analytische Aufwand
identisch ist, ergeben sich Unterschiede. Die Modellrechnung gibt jeweils ein ge-
naues Bild iiber die zu erwartende Varianz o),g des Mittelwertes. Die aus den
Mefwerten berechnete Grofle s; heifdt Standardfehler. Das Quadrat (s;)* ist ein
Schitzwert fiir o},. Simulierte Zahlenwerte sollen zum besseren Verstandnis der
statistischen Auswertung beitragen. Kursiv gedruckte Zahlen sind hypothetische,
fir den Analysator aber unbekannte Werte.

Simuliertes Beispiel, Variante A mit 6 einfach analysierten Laborproben
(67 =4, g =1)

Y
24
} ¥ ) v v I}
Yohids i Vit A, L, Y+ As Yobilg
22,03 20,18 21.99 21,72 24,21 24,59
i I} I} ¥ ¥ ]
Y+/11+ my Y+A.2+ mj Y+/13+‘ my Y+/14+ my Y+115+ mg Y+’{6+ Mg
2213 20,17 2395 22.76 24,05 24,75
J1 J2 J3 Ja S Jé

Modellrechnung: 5 =Y + L (Ai+ Ay + ...+ A + + (my+ my + ... + my)

2 _ 1 2 1 2 _1 (2 N _5
05 =3:(607) + 3: (60y) =z (07 + 0j) = 2
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Statistische Auswertung: y = 22,902
s = 1,627

} Y = 22,902 £ 0,664
5; = s/\6 = 0,664

Kommentar: Es gibt hier keine Moglichkeit fiir die Schitzung der einzelnen Va-
rianzkomponenten ¢ und gj7. Nur die Summe 6%+ o kann mit der berechne-
ten Streuung s? geschatzt werden oder \[o%+ o mit der Standardabweichung s.
Dafiir liefert diese Variante den Mittelwert 3 mit der kleinst moglichen Streuung
o2 In der folgenden Variante lassen sich die einzelnen Varianzkomponenten
schitzen. Der Mittelwert ¥ wird jedoch eine groflere Unsicherheit aufweisen.

Simuliertes Beispiel, Variante B mit 3 doppelt analysierten Laborproben
(62=4, af =).

b 4
22
¥ ! '
Y+ ,{1 Y+ /12 Y+ /13
18.40 24,27 23,13
4 1 v v 4 v
Y+Al+m11 Y+A1+m12 Y+;|.2+??121 Y-|~/12+m22 Y+/].3+?ﬂ31 Y+A.3+M32
18,57 18,53 23,38 22,63 22:.15 21,29
Ju N2 D21 J22 D31 D32
N, Sm— e M e’
1 =18,550 ¥y, =23,005 J3 =21,720

Modellrechnung: 5 = Y+ 2 (A + A+ A3) + & (my + myy + ... + my;)

2_ 4 a2yl N _ 2 o
05 =3¢ (307) + 53¢ (60y) = + 207+ 0 =2

Statistische Auswertung: Varianzkomponentenschitzung mit Streuungszerlegung

Eamme dae Durchschnittsquadrat
Ursache FG quadrierten
Abweichungen berechnet schitzt
Zwischen Proben 2 | 22(7;—5)?=21,031 | 10,516 | of+ 20%
Innerhalb Proben 3 ZE(yij—7i)* = 0,652 0,217 0/
L)
Total 3 22(}’,}—_)7)2 = 21,683
i
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J =21,092

55 =5 (207 + 65 =

|1 (10,516) = 1,324 } Y = 21,092 11,324

geschitzte Varianzkomponenten: 7= 0,217 - 67 = 5,150

Simuliertes Beispiel, Variante C mit einer 6fach analysierten Laborprobe
(07 =4.,ai=1)

)
22
Y+ A
22,96
v v v ¥ v v
Y+A+m Y+A+m, Y+A+m; Y+A+m, Y+A+ms Y+A+mg
23,27 23.27 22,62 23,72 21,32 21570
N 2 Y3 Y4 25 e

Modellrechnung: 5 = Y + A +% (my +my + ...+ my)
05 =0+ 35 (6047) = 07+ 5 g7 = 2

Statistische Auswertung: y = 22,661
s = 0,944

Sj — 0,385

Kommentar: In dieser Variante haben wir auf rechnerischem Weg den kleinsten
Standardfehler s; ermittelt. Diese Zahl bezieht sich aber hier nur auf die Mefun-
genauigkeit und verleitet somit zu vollig falschen Schlulfolgerungen. Zur Schat-
zung der Qualitdt des Loses ist diese Variante immer die ungiinstigste, was aus
der Modellrechnung fir oyg klar hervorgeht.

} Y =22,66110,385

Schrittweise Reduktion des Probenmaterials

In der Regel wird bei Massengiitern nur ein verschwindend kleiner Teil des
Loses einer Priifung unterzogen. Wer sich diese Grolenverhiltnisse vor Augen
hilt, stellt unwillkiirlich die Frage nach der Aussagefihigkeit eines Analysenresul-
tats. Auf keinen Fall darf man sich von der im Laboratorium erreichbaren hohen
Analysengenaugkeit blenden lassen, denn die Art der Probengewinnung, die An-
zahl und die Grofle der Proben und ihre Reduktion sind ebenfalls wichtig.
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Die Reduktion des Materials erfolgt meist in mehreren Stufen eventuell paral-
lel mit einem Zerkleinerungsprozef. Fiir jede Stufe gilt es Entscheidungen zu
treffen, welche von der Variabilitit des Materials in der jeweiligen Stufe, von den
Kosten und von der geforderten statistischen «Sicherheit» der Aussage abhingen.
Bei der stufenweisen Reduktion wahlt man zweckmifligerweise ein systemati-
sches Vorgehen, wie es in Abbildung 1 angedeutet wird.

mOEE0
o o[ 1]
ONOEE
(TTele[]

O
11 lele®

i

Aus dem Los lassen sich N gleich grofle Einheiten
erster Stufe bilden. Davon werden 7, zufillig ausge-
wahlt. (Z. B. N] =9, n = 3)

Pro Primdreinheit lassen sich Nj-Einheiten zwei-
ter Stufe bilden. Aus jeder gewihlten Primareinheit
werden zufillig 7, entnommen.

(z.B. N; =10, n, =4)

Pro Sekundireinheit lassen sich /N3 Einheiten drit-
ter Stufe bilden. Aus jeder gewidhlten Sekundirein-
heit werden zufillig 73 entnommen.

(Z.B. N3 = 5, n3 =2)

Abb. 1. Vorgehen bei der stufenweisen Reduktion des Probenmaterials

Die Aufteilung kann analog bis zu einer beliebigen Stufenzahl fortgesetzt
werden. Wir wollen jedoch annehmen, dafl die eigentlichen Messungen an den
Einheiten der dritten Stufe durchgefithrt werden.

Anzahl der Streuun
Stufe vorhandenen auDa‘ﬁ%l]t zwischen den

Einheiten L Einheiten
0 1 1 —
2
2 NN, ) o3
L )
3 N1N2N3 n =nnxny 03

Mit y;; bezeichnen wir den Meflwert an der k-ten Einheit dritter Stufe inner-
halb der j-ten Sekundireinheit innerhalb der i-ten Primireinheit. Die Herkunft
jeder Probe muf also festgehalten werden. Die mittlere Qualitit des Loses schit-
zen wir mit dem Mittelwert aller Mef3werte
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= 1 ny ny n3
Y=z 2 E_yyk

i=1 j=1 k=1

Nach Stange (4, 5) gehort zu diesem Schitzwert die Varianz

o =n(-F) ol +5m - o+ mm 1-F) o
Wir wollen aus dieser Formel einige wichtige Schlufifolgerungen ableiten:

1. Die in Klammern gesetzten Ausdriicke bezeichnet man als Endlichkeitskor-
rekturen. Sie geben den nicht gepriiften Anteil der jeweiligen Stufe an. Diese
Faktoren miissen in der Praxis meist nur fur die erste Stufe beriicksichtigt wer-
den, da in den hoheren Stufen die Zahl der vorhandenen Einheiten wesent-
lich grofer ist als die Zahl der ausgwihlten Einheiten.

2. Die Streuung jeder Stufe wird im Verhiltnis zur Gesamtzahl der in dieser Stu-
fe durchgefiihrten Beobachtungen herabgesetzt. Es lohnt sich also, die Ge-
samtzahl der Beobachtungen # = #;7,7; so in die einzelnen Haufigkeiten 7,
n, und 73 aufzuteilen, daf} die zu erwartende Ungenauigkeit des Mittelwertes
7 in Relation zum erforderlichen Aufwand moglichst klein wird. Allerdings

muf} dazu das Verhiltnis der einzelnen Streuungen o4, o3 und o3 bekannt sein.

Sofern man es nicht mit Routineproblemen zu tun hat, sind die Werte der

Streuungen o4, 05 und o3 unbekannt, so daf der Wert 02 zy schitzen ist. Die Be-

rechnung der Streuung der Einzelwerte nach der Formel

# =k 2E B =)

t ]

hilft uns dabei sehr wenig. Wir berechnen zuerst die Mittelwerte auf allen Stufen.
Zuerst die n;7, Mittelwerte auf der zweiten Stufe

3
e ]
Fi= ,.—3}!2 Vi
=1

und daraus die 7», Mittelwerte erster Stufe

&
He iy

7

g3

¥y
1

- Die Summen der quadrierten Abweichungen
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ny )
S =”2”;?1(7i“)’_)2
n ny
S;=nm X XF;—7i? r $=51+85+85=22X1—7)*
i=1 j=1 i j ok
ny n n3
S;=2 X Z (yir—7i)?
i=1j=1k=1

werden in der bekannten Art zusammengestellt:

Summe der Anzahl . Der Quotient ist
Stufe Quadrate Freiheitsgrade Quotient ein Schitzwert fiir
g n— 1 S,/ (n,—1) 03+ mai+mmo]
2 2
2 S ny (1, —1) Sy [n (n, —1)] 03 + 730,
2
3 AR mn, (n3—1) S3/ [nyny(n3 —1)] g3
Total \) nnyny —1 — —

Sofern die Endlichkeitskorrekturen vernachlifigt werden konnen, verein-
facht sich die Formel fiir o erheblich. In diesem Fall liefert der Quotient
Si/[(ny — 1) nnyn3] eine erwartungstreue Schitzung fiir die Varianz oyg des Mittel-
wertes y mit n, —1 Fretheitsgraden.

Aus der Zahl der Freiheitsgrade kann entnommen werden, daf mindestens 2
Untereinheiten pro Obereinheit gewahlt werden miissen, damit alle Streuungs-
komponenten geschitzt werden konnen. Bei mehr als drei Stufen, was in der Pra-
xis sehr bald benétigt wird, steigt der Analysenaufwand ganz erheblich an. Kann
hier die Bildung von Mischproben eine verniinftige Abhilfe schaffen?

Die Bildung von Mischproben

Der Analysenaufwand 1afit sich unter Umstinden stark einschrinken, wenn
mehrere Proben derselben Stufe zu einer Mischprobe zusammengefaflt wer-
den. Sofern der Mischvorgang zu homogenen Mischproben fiihrt, geniigen dann
einige Laborproben (welche eventuell mehrfach analysiert werden) fiir eine
Schitzung der mittleren Qualitat. Wihrend diese Technik unbestreitbare Vortei-
le aufweist, verfiihrt sie doch oft zu Genauigkeitsaussagen, welche als zu optimi-
stisch bezeichnet werden miissen.

Der besonders hiufige Fall, wo nur eine Mischprobe hergestellt wird, ist aus
statistischer Sicht oft problematisch. Das Analysenresultat kann durchaus sehr
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genau sein, aber eine Abschitzung der Genauigkeit 1st nur moglich, wenn die ein-
zelnen Streuungskomponenten bereits aus fritheren Untersuchungen bekannt
sind. Die Information iiber die Variabilitit innerhalb des Loses geht nimlich ver-
loren. Wir konnen mit anderen Worten nicht entscheiden, ob die Mischprobe
reprasentativ ist oder nicht. Dieses Verfahren ist deshalb nur bei Routineiiber-
wachungen mit bekannten Streuungskomponenten zu empfehlen.

Wenn man eine Aussage iiber die Variabilitit eines Analysenresultats haben
mochte und iiber keine Vorinformation verfiigt, dann muff man mindestens 2
gleichwertige Mischproben herstellen. Andernfalls wird die Aussage immer nur
fiir die Mischprobe Giiltigkeit haben und nicht fir das Los.

Die theoretische Ableitung der Eigenschaft von Schitzwerten, welche aus
Mischproben bstimmt worden sind, ist recht aufwendig. Der klassische Ansatz
wird von Cameron (6) und Duncan (7, 8) aufgezeigt. Untersuchungen von Elder et
al. (9) basieren auf komplizierteren Modellen, bringen aber fiir die Praxis keine
wesentlich neuen Entscheidungshilfen. ‘

Die Berechnung von Vertrauensintervallen

Ein Vertrauensintervall wird so konstruiert, dafy es den unbekannten Wert Y
mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-a einschliefit. Bei einer vorgegebenen stati-
stischen Sicherheit 1—a ist man natiirlich an moglichst kurzen Intervallen interes-
siert. Fiir normalverteilte Mittelwerte ¥ berechnet man die Grenzen nach der

Formel 3
X = ta/Z;v i Sj

wobei s; der aus den Messungen berechnete Standardfehler des Mittelwertes ¥ ist.
Der Zahlenfaktor t./2.» berticksichtigt neben der geforderten Sicherheit die Tatsa-
che, daf s; nur mehr oder weniger gut mit dem wahren Wert o5 libereinstimmt.
Die Zahl v ist der Freiheitsgrad, welcher zum Standardfehler s; gehort und beim
soeben betrachteten hierarchischen Modell den Wert 7, —1 aufweist.

Die Linge des Intervalls richtet sich somit nach dem Standardfehler s; und
nach dem #Wert, welcher bei kleinem Freiheitsgrad v = #; —1 stark ins Gewicht
fallen kann. Aufgrund dieser Uberlegungen sollten mindestens drei Primireinhei-
ten dem Los entnommen oder mindestens drei Mischproben hergestellt werden.

Zum simulierten Beispiel berechnen wir nun noch die 95% Vertrauensinter-
valle.

Variante A: Y =§ =k 4,035,555 = 22,902 £ 2,571 0,664 < ﬁj‘ﬁgg
Variante BZ Y =j)- e t0'025;2‘ S),— = 21,092 0 4 4,303 y 1,324 q %g:ggg

Variante C: Keine Aussage moglich

Zusammenfassung

Anhand von fiktiven Beispielen wird aufgezeigt, daf die Aussagekraft von Analysen-
resultaten nicht nur von der im Laboratorium erzielbaren Mefgenauigkeit, sondern oft er-
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heblich von der Art der Probengewinnung abhingt. Probleme bei der Verwendung von
Mischproben werden kurz diskutiert.

Résumé

A laide d’exemples fictifs nous démontrons que la qualité de résultats d’analyses ne
peut étre attribuée uniquement a la précision des mesures effectuées dans les laboratoires.
Souvent nous constatons que celle-ci dépend considérablement de la maniére dont les
échantillons ont été récoltés. Une bréve discussion touche aux probléemes posés par I'utili-
sation d’échantillons moyens (mélanges).

Summary

The discussion of some fictive examples shows that the quality of analytical results 1s
not only dependent on the precision reached in the laboratories, but is sometimes conside-
rably influenced by the sampling process. A short discussion 1s given on the problems ari-
sing when composite samples are used.
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