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L. Schlafli, {iber ein ritumliches System
von Geraden im Ajllgemeinen, und
iiber dasjenige der Normalen einer
krummen Klitche inshesondere.

(Forlsetzung zu Nr. 69.)

§- 7. Nun wollen wir das System der Normalen einer
krummen Fliche betrachten. Wir konnen hiefiir die Glei-
chungen (1) zu Anfang des §. 2 behalten, indem wir den-
selben nur noch die Bedingung '

AMx 4+ wdy + vdz = o (17)
hinzufiigen. Wenn wir wiederum so wie dort zwei belie-
bige unabhiingige Variabeln t, u annehmen und der Kiirze
wegen z. B. dx=x'dt + x,du setzen, so zerfillt diese Be-
dingung in die zwei Gleichungen
A 4 uy vz’ = o
A, + uy, 4+ vz, = o.
Differentiirt man die erste nach u, die zweite nach t, so
ergeben sich die zwei Gleichungen
A, + uy, + v, 4+ AX 4+ py +v2 = o,
A 4 opy, 4 ov2, 4+ Mx, uy, + VY = 0
und wenn man diese von einander subtrahirt, so ergibt
sich die Gleichung : |
A+ ouy =ve = Vx, + uy, + vz, ,
welche mit der Gleichung (9) des §. 4 iibereinstimmt. Also
sind die zwei su jeder Normale gehirenden charakteristi-
schen Ebenen stets auf einander senkrechit. .

Wenn wir auf die Gleichungen (10) in §. 5 zuriickge-
hen, so sehen wir, dass vermige der Gleichung (17) das
dortige S verschwindet, Wenn wir ferner x'dt durch dx,
u. s. f. ersetzen, und g statt des dortigen T als Bezéich-
nung der Linge der Normale bis zum Durchschnitt mit ih-



== K13 ==

rer conseculiven gebrauchen, so bekommen wir die drei
Gleichungen
__dx dy __ dz

=10 = 'd—;‘ —a’
durch welche zugleich die Form der Gleichung u — const.
im Sinne von §. 3 und die entsprechende Linge ¢ der Nor-
male bestimmt werden. (Wenn die Gleichungen (10) durch
Differentiation in Bezichung auf u entstanden wiiren, so wire -
man durch deren Anwendung auf dieselben Gleichungen (18)
gekommen. Folglich geben diese, wie man iibrigens auch
aus der quadratischen Form, die sie bei der Entwicklung
annehmen, ersieht, auch die Gleichung t = const. und die
enisprechende Linge ¢’ der Normale.)

Die Gleichungen (18) sind leicht geometrisch zu bewei-
sen. Es seien ndmlich QM, QM’ zwei in den Punkten M,
M’ an die gegebene Fliche gezogene Normalen, die im Punkte
Q sich schneiden; und man ziehe aus einem beliebigen
Punkte O zwei der Einheit gleiche gerade Linien ON, ON'
parallel mit jenen beiden Normalen, so ist das gleichschenk-
liche Dreieck ONN' dem Dreieck QMM’ ihnlich ; folglich

ON:QM — NN': MM'.
Und weil NN° und MM’ parallel sind, so ist das Verhilt-
niss derselben demjenigen ihrer Projectionen gleich. Da
nun ON—=1, QM =—¢, und die Projectionen von NN,
MM’ respeclive den Differentialen d\, du, dv; dx, dy, dz
gleich sind, so ergibt sich die Richtigkeit der Bedingungs-
gleichungen (18).

Die Gleichungen (18) sind nur scheinbar drei an der
Zahl; denn wegen der Gleichung (17) und der Gleichung
AdA + udu + vdv = o, ist immer eine derselben die Folge
der beiden iibrigen. Sie bestimmen daher nicht mehr als
das Verhiltniss der Differentiale der beiden unahbingigen
Variabeln und den Werth ¢ der Normale.

(18)
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§. 8. Wir wollen nun aus den Gleichungen (18) die
Yerhiltnisse der Differentialen der Variabeln eliminiren, um
eine Endgleichung fiir die Linge ¢ der Normale zu erhal-
ten. Die Gleichung der gegebenen krummen Fliche sei
U(x, y, z) = o0, und man habe

dU = Ldx + Mdy + Ndz ,

. L . . .
so‘lst )"""V‘(L2+M2+N2)’ u. s. f. Die drei Grbs-
sen A, u, v konnen somit als Functionen dreier unabhin-
giger Variabeln behandelt werden. Setzt man iiberdiess
ds =7~ (dx2 4 dy2 4 dz?), a._.{:ix, B= dy g:
so werden die Gleichungen (18)

d. 1

& o o+ —ﬁ+-527=0

+( ———-)ﬁ+ y=o % (19)
d" . ——~——) y=o

(Eine dleser Glelchungen kann auch durch die Gleichung
(17), d. h, durch

Ao 4+ uB 4+ vy = o
ersetzt werden.) Eliminirt man aus denselben die zwei:
Verhiltnisse der Grossen «, 8, y, so ergibt sich eine Glei-

1 :
chung fiir . die auf den dritten Grad zu steigen scheint.

Da aber aus der Gleichung 22 4 u2 4 »? —= 1 die drei
folgenden -

di du dv _

dx ’“+H§;"‘+a‘£'”“‘°

di du dv
dyol-’-«a}o#-{-aoﬂzo (20)
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sich ergeben, und da nun nicht alle drei Grdssen A, u«, v
zugleich verschwinden konnen, so folgt, dass die Ausdriicke,
welche man durch das gewohnliche Eliminationsverfahren
fiir (die Unbekannten) 1, x, » erhilt, die Form %—_habeh
miissen, dass also der allen drei Ausdriicken gemeinschaft-
liche Nenner verschwindet. D. h. es folgt aus den Glei-
chungen (20), dass die Delerminante
dr dn d» :
Y 2 oil s == -
F & dx dy dz ©

ist, (wo das Summzeichen sich auf die 6 Permutationen
der untergesetzten Zeichen dx, dy, dz bezieht, und das
vorgeselzte + den bekannten Zeichenwechsel der dreifa-
chen Producte bezeichnet). Daher wird obige Gleichung

fir % durch _:; theilbar und kommt unter folgender Ge-

stalt auf den zweiten Grad zuriick:

1\2
(?) B [dx * g +odz] )

n du dv d,u dv
dy dz dz dy
dv di dv di
' R I T ™ P
dr du dr de

dx dy ~ dy dx )

§. 9. Die Gleichungen (19), vereint mit der Gleichung
o4 324 y2 —= 1, geben auch die Werthe der drei Co-
sinus ¢, 3, 7, welche die dem einen Werthe von ¢ zuge-
horige Richtung beslimmen, in welcher die aus Norwmnalen
getildete abwickelbare Fliche die gegebene krumme Fliche
schneidet. Aus den beiden letzten der drei Gleichungen

) (21)

(19) ergibt sich durch Elimination von -19—, wenn man zu-



— 115§ —

gleich die mit 32, y%Z, behafteten Ausdriicke vermeidet,
indem man von der Gleichung (17)

hee + uB 4+ vy = o
Gebrauch macht:

24 %& & By +W%—”ar-—m§5 o

¥

p dy = 0. (22)
—u g7 ot up) + v G f Qe+
Weil aber L = 2 , elc. ist, ohne dass

7 (L M2+ 9)
in diesen Ausdriicken irgend eine Substitution aus der ur-
spriinglichen Gleichung U—o vorgenommen worden ist, so
muss die Differentialgleichung

AMx 4 udy + vdz = o
in Beziehung auf die drei unabbingigen Variabeln x, y, z
integrirbar sein. Wenn nun der Kiirze wegen

@0
— Mt T 'y
__du du y
m..._va-i—l-a; (23)
_ldv dv
n= dy # ax

geselzl wird, so ist

l + m 4+ n = o (24)
die bekannte Bedingung der Intlegrirbarkeit jener Differen-
tizlgleichung. In der Gleichung (22) wird nun der Coeffi-

cient von 8y:

du
(Ju dy dy u + :u )

und verwandelt sich wegen den Glelchungen (20) in Al
Demnach erhilt jene Gleichung (22) die merkwiirdige Form :

MBy + pmya 4+ vne = o (25)
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Wird diesc Gleichung (25) mit der bekannten Ae 4 p8 +
vy — o verbunden, so liefert sie zuniichst quadratische
Gleichungen fiir die Verhiltnisse der Cosinus «, 3, y.
Eliminirt man z. B. y, so wird sie

Aume? 4+ (A2 4 p’m —»20) of 4 AulB? = o.
Selzt man nun der Kiirze wegen
— A + x2m + »2n = p, | T2

A2l — 42m 4 »2n = q,
Al 4+ p?2m — 20 =,

p? — bu22mn
q? — &»22nl
r2 — 4£3242%m, | (26)

i

.also auch T2 = — 2%lp — x?mq — »%nr

=— qr — 1P — Pq, !
so ergibt sich
ﬂ _—-I‘+T 4 ._._,'_‘q""T (27)

« T 2l o 201

Mit Beiziehung der Gleichung «? 4 82 4 2 — 1 und Be-
achtung der Bedingung (2%) und folgender aus den Glei-
chungen (26) resultirenden Relationen

(u? 4+ 12)2T?2 — (u2q —»%r)? = 412u2)%2, etc.

findet man

2= Bt g =

— ~ 3 3T

_ o)ﬂ + 12 1;2[- —_ lgp ‘
B=— - —31 )@
2 A2 + ‘ug _ l2p——y2q
7= T 2T )

ferner, wenmn «’, &, ', diejenigen Werthe von «, 3, y
bezeichnen, welche dem entgegengeselzten Vorzeichen des
Radikals T entsprechen,



¢ 4 % = u? 4 )3 aa’:l—f;—yl
,
B4 fr=rt402 | BF =" m oy (29)
’ ; ; Ay
Pt yi=01 4+ n’=—1’f—bn

wo die schon aus dem Anfang des §. 7 bekannte Gleichung
oo, + B8 + yy = o
mit der Integrabilititsbedingung (24) iibereinstimmt.

§. 10. Im Vorhergehendeu haben wir ¢, o' als Liin-
gen der Normale von der krummen Fliche an bis zu den
beiden Durchschnitten mit einer consecutiven Normale,
und @, 8, y, &, B, y als Cosinus, welche die Rich-
tungen der Durchschnitte der entsprechenden charakteristi-
schen Ebenen mit der Beriihrungsebene der krummen Fliche
bestimmten, gefunden. Es bleibt nun zu zeigen iibrig,
dass jene Lingen die Halbmesser der grissten und klein.
sten Kriimmung, und diese Richtungen diejenigen der ge-
nannlen Kriimmungen sind.

Durch die Normale im Punkt M der gegebenen krum-
men Fliche werde cine Ebene in beliebiger Richtung ge-
legt; Q sei der zum Punkt M gehbrende Kriimmungsmittel-
punkt der Durchschnittscurve, welcher offenbar auf der
Normale des Punktes M liegen wird, und M ein conseculiver
Punkt dieser Curve. Durch einen beliebigen Punkt O ziehe
man ON, ON', ON” respeclive parallel mit den Normalen
der krummen Fliche in den Punkten M, M’ und mit QM’,
und mache ON=O0N'=0N"=1, so werden d}, du, d» die
Projectionen der geraden Linie NN’ sein; und, da die Tan-
gente der Durchschnittscurve im Punkte M" sowohl auf der Fli-
chennormale in diesem Punkt, als auch auf QM senkrecht
steht, so wird sie auf der durch beide Linien gelegten
Ebene senkrecht stehen; also wird auch NN” auf der Ebene
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ON'N” senkrecht stehen und daher in dem infinitesimalen
Dreieck NN'N” der Winkel N” ein Rechler sein. Somit ist

NN’ die Projection von NN' auf die Richtung NN” oder

i a5 . ) dx dy dz .
MM’, die durch die Cosinus G’ ds’ & beslimmt

wird, d. h. es ist
’” dx dy dZ
NN—le(-E--l-d‘uod—s—*-dV-a;-
Da nun ON : NN = QM : MM’ und da ON —=1, MM =
ds ist, so ergibt sich, wenn man den Kriimmungshalbmesser

QM = K setzt,
‘ dx? + dy? 4 dz?
K= &aT dy{ly o r P
als Ausdruck des Kriimmungshalbmessers der Durchschnitts-
curve.

Nun bilde das auf der krummen Fliche liegende Cur-
venelement ds mit einer der beiden charakteristischen Ebe-
nen den Winkel w, so dass, wemn ¢, 8, y, «, 8, ¥,
dieselbe Bedeutung haben wie in §. 9, und 2", . . A, . .
wie in §. 3,

dx = ds (e cos.w 4+ & sin.w), ete.
dA —= ds (A" cos. w + A sin.w), etc.

geselzt werden kann. Dann ergibt sich
—Ii{— = S (M cos.w 4 A sin.w) (e¢cos.w 4 o sin.w) ,
wo sich das Summenzeichen S auf die drei Coordinatenaxen
bezieht.

Nun ist aber wegen (18)

o B _ 7 ,

p_—_?:-—;_—,, 0

folglich

Sl'u:i, Slla'=—1;-, S\ =0, She — 0;
o (4
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demnach wird

_Iif ==—$— cos.2w + -g—,- sin.2w, (31)

woraus sich sogleich ergibt, dass ¢, ¢’ die kleinsten und
grossten Werthe von K sind.

§. 11. Die beiden Systeme abwickelbarer Fichen, in
welche das System der Normalen der gegebenen krummen
Fliche zerfillt, schneiden nach dem Vorigen diese lezlere
in Curven grosster und kleinster Kriimmung, d. h. in sol-
che Curven, deren Elemente durchweg die Richtung der
grossten oder kleinsten Kriimmung hahen. Da nun die
beiden Systeme abwickelbarer Flichen sich rechtwinklich
durchschneiden, so wird die gegebene krumme Fliche von
thren simmtlichen Curven griosster und kleinster Kriim-
mung in lauler rechteckige Elemente eingetheilt.

Die Ortsfliche fiir alle Mittelpunkle kleinster Kriimmung
wird nach §. 5 beriibrt von der durch eine Normale und
die entsprechende Richtung der grissten Kriimmung gelegten
Ebene. Da nun die (andere charakteristische) Ebene, welche
durch eben dieselbe Normale und die Richtung der kleinsten
Kriimmung gelegt ist, und daher auf der Vorigen senkrecht ist,
zwei conseculive Tangenten der charakteristischen Curve ent-
hilt oder die osculirende Ebene derselben ist, so folgt hieraus,
dass diese charakteristische Curve eine kdirzeste auf obiger
Ortsfliche sein miisse. Denn, damil eine Curve auf einer
krummen Fliche eine kiirzeste sei, ist es ndthig und reicht
hin, dass in jedem Punkte jener Curve ihre osculirende
Ebene durch die Normale der krummen Fliche gehe.
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