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ten, aus welcher nachher die Rectascensionen und De-
clinationen des Anfangs- und Endpunktes ihrer Bahnen
erhoben wurden. Sie sind in folgender Tafel verzeichnet:

Mittlere Anfangspunkt. Endpunkt.
N.O Zieit g L~ ~ | — —[Grisse| Farbe,
Rectase. | Declin. | Rectasc. | Declin.

1530”2 00 9’ | 4580 16’ 10 36 |4 530 12’ 2 | gelbl,
56 30 ¥ 29 32| 22 42 4 0 0 50 2 | blaul.
58 40 46 40 5 0] 45 10 4 50 2 | gelbl.

810 0 5 241 51 0 W 0 46 O 2 | gelbl.
18 10 66 30| 20 48} 62 30| 17 18 3 | gelbl.
20 30 43 44| 38 13) 37 12| 40 20 1 | bliul.

5

21402 22 47 39 46] 31 50| 33 10] 4. bliul.

43 10 15 10| 39 40 5 0] 20 10 2 | blaul.
1031 0 110 0| 34 0] 105 30| 30 36| 3.4 |gelbl
10 35 40 127 30| 44 431112 0| 33 48 3 | gelbl.
1 4830 111 6| 33 50118 48 | 32 12| 3.2 | gelbl.
12 55 50 82 36| 32 36) 88 30| 16 12 I | blaul.

CLITU RN -

H. Briindli, iiber arithmetisches, geo-
metrisches und harmonisches Mittel.')

- [Vorgelegt den 1. Dezember 1849.]

1) Lehrsatz. In der stetigen geometrischen
Proportion oder, nach schulméinnischer Verdeutschung,

1) Von den hier definirten drei Arten von Mitteln haben sich nur
das Arithmetische und Geometrische im gewdhnlichen mathematischen
Sprachgebrauche unserer Zcit erhalten ; das harmonische Mittel ist fast
eine solche Seltenheit geworden, dass es nur noch in der geschicht-
lichen Erinnerung vorhanden ist. Sein Begriff ist aber sehr alt. Er
findet sich schon in den Vorstellungen der Pythagorier iiber das Welt-
gebaude und in dem wahrscheinlich unter pythagorischem Kinfluss ge-
schriebenen Dialog Timiaus von Plato. Wahrscheinlich die ilteste Ent-
deckung eines in mathematischer Form ausgesprochenen physikalischen
Gesetzes,, dass namlich unter iibrigens gleichen Umstanden die Lingen
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in der stetigen Theilverhidltnissgleichung, nam-
lich in der Gleichung:
P:8=28.1

mit der Voraussetzung p < q, ist g =V pq grosser
als p und kleiner als q und dieser zusammengesetzte Zahl-
ausdruck heisst daher geometrisches Mittel zwi-
schen p und ¢, womit jedoch nicht behauptet wird, dass g
genau in die Mitte zwischen p und q, nach bildlichem
Ausdruck, sondern irgendwo in den Grossenabstand zwi-
schen p und q trifft.

Beweis. Unsere Theilverhiltnissgleichung lisst sich
mit Riicksicht auf die multiplicationsweise Erzeugung der
Folgeglieder aus den Vordergliedern auch so schreiben:

p.:p.e=p.e;p.ee
wo e als Quotient des Verhiltnisses vorausgesetzt wird.
Da nun q=p. e. e und nach Voraussetzung q > p oder

zweier harmonisch tinenden Saiten in sehr einfachen rationalen Ver-
hiiltnissen stehen, hat die Pythagorier so begeistert, dass sie aus die-
sem einzigen Gesetz den Bau der Welt erkliren zu miissen glaubten
und die musikalischen Verhiltnisse unter Anderm auch in den Halb-
messern der Sphiren der Planeten wiederfanden. Da nun beim Ucher-
gang vom Grundton zur tiefern Octave das Verhaltniss der Saitenlan-
gen 1: 2 ist, so entspricht das der tiefern Quint zugehdrende Verhalt-
niss 3 dem arithmetischen, dasjenige der tiefern Quart %3 dem harmo-
nischen Mittel zwischen 1 und 2. Denn es ist (45 — 1) : (2 — 45)
— 1: 2. Einzig diesem Umstande hat das harmonische Mitiel seinen
Namen zu verdanken. Merkwiirdiger Weise scheinen die Alten dag
der grossen Terz entsprechende Verhaltniss 574 nicht gekannt zu haben.
Nach dem, was Bokh dariber sagt, zu schliessen, wurde die ganze
Tonleiter in Zahlen einzig aus den Verhaltnissen 1:2 und 2 : 3 nach-
construirt. — 1In der Lehre von den Kegelschnitten wird die harmoni-
sche Theilung einer Geraden ACBD, so dass AC : AD = CB : BD, schon
von Apollonius angewendet, jedoch nicht mit einem besondern Namen
hezeichnet. (L. Schlifii.)
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p.e.e > p so folglt e.e > 1 und daher e >>1. Damit
gewinnen wir : Beide Verh!ltnisse einer sletigen Theilver-
hiltnissgleichung sind steigend, wenn die grossere der
zwei ungleichen Zahlen an der vierten Stelle steht.

Aus der Ungleichheit e > 1 folgt weiter: p.e > p
oder g >p und p.e << p.e. e oder g<Zq d. h. g ist ein
Mittel zwischen p und q wie zu beweisen war; aber
dieses Mittel ist nicht genau in der Mitte, sondern der
folgende

2) Lehrsatz bhehauptet: In der stetigen Unter-
schiedsverhaltnissgleichung oder in der steti-
gen arithmetischen Proportion, nimlich in der
Gleichung: a — p = q — a ist das arithmetische Mittel

a:——’%‘—, in die Mitte treffend zu p und q oder mit

beiden Zahlen denselben Unterschied bildend; dieses Mitl-
tel im strengen Sinne ist grosser als das geometrische
Mittel zwischen denselben zwei Zahlen p und q. Oder:
Das geometrische Mittel liegt ndher an der kleinern Zahl
p oder macht mit dieser einen kleinern Unterschied als
mit q, so dass, bildlich gesprochen, dieses Mittel in die
untere Hilfte des Grossenabstandes der Zahlen p und q
trifft.

Beweis. Mit Riicksicht auf die additionsweise Er-
zeugung der Folgeglieder aus den Vordergliedern lisst
sich unsere Gleichung auch so schreiben: p:(p +xp)=
gi(g+xg) wo x grosser als 1 oder kleiner als 1, ratio-
nal oder irrational sein kann, aber in beiden Verhiltnissen
denselben Werth behilt. Nun ist also g—=p+ px und
g>>p soeben gefunden; daher x. g >x.p welches der obige
Lehrsatz ist, und zwar wie der erste einzig aus der Na-
tur der Proportionen heraus bewiesen.
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3] Lebrsatz. Die stetige harmonische Proportion:
q:p=q—hIh—p

mit derselben Voraussetzung q ~>p lisst sich fiir gegensatz-

lose (absolute) Zahlen gar nicht denken ohne dass h>p,

und h<q d. h. ohne dass h ein Mittel ist zwischen p

und q, welches daher harmonisches Mittel heisst, was also
keines weitern Beweises bedarf.

Ohne Rechnung gibt aber diese Proportion den fol-
genden

4) Lehrsatz. Das harmonische Mittel ist ebenfalls
kleiner als das arithmetische; denn nach der Voraussetzung
ist q_>p also muss auch ¢— h > h — p sein; d. h. das
harmonische Mittel macht mit der grossern Zahl q einen
grossern Unterschied als mit der kleinern p und daraus
ist der néchste Schluss unser Satz.

Nun fragt sich aber: In welchem Verhiltniss steht
denn das harmonische Mittel zum geomelrischen ? Darauf
antwortet der

5) Lehrsatz. Das harmonische Mittel ist auch kleiner
als das geometrische, und zwar in demselben Verhiltniss
kleiner, wie das geometrische kleiner als das arithmeti-
sche 1), denn fiir unsere drei Mittelgrossen gilt folgende
geometrische Proportion:

P+4q.,/— _./—. 2Pq —
ot Vpa=)/pa: — - oder arg=g:h

) In den Nouvelles Annales de Mathématigues, V, 376, findet sich
eine diese Verhaltnisse leicht zur Anschauung bringende graphische Dar-
stellung der drei Mittel, welche sich in folgenden Lehrsatz einkleiden
lasst : Zieht man in einem rechtwinkligen Dreiecke die der Hypotenuse
entsprechende Hohe und die zur Mitte der Hypotenuse fiihrcnde Gerade,
und projicirt erstere auf letztere, so hat man das geometrische,
arithmetische und harmonische Mittel der durch die Hohe
gehildeten Abschnitte der Hypotenuse dargestellt. (R. Wolf.)
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Ergebniss aus unsern Lehrsatzen: Das har-
monische Mittel ist die kleinste unter unsern drei Mittel-
grossen; alle drei Mittelgrossen sind in der untern Hilfte
des Grossenabstandes zwischen p und q; bei einer an-
niherungsweisen Berechnung des irrationalen geometri-
schen Mittels ist das rationale arithmetische Mittel eine
obere Grenze, das ebenfalls rationale harmonische Mittel
eine untere Grenze; unsere letzte Proportion stellt das
geometrische Mittel dar als geometrisches Mittel zwischen
dem arithmetischen und harmonischen, so dass nach un-
serm 1. Lehrsatze das geometrische Mittel niher liegt dem
harmonischen als dém arithmetischen Mittel derselben zwei
Zahlen.

Erklirung. Arithmetisch -geometrisches Mittel ist
diejenige irrationale Grenze, der man sich immer mehr
nidhert, wenn man von zwei verschiedenen Zahlen p und
q ausgehend, zuerst das arithmetische dann das geome-
trische Mittel berechnet, und aus diesen zwei Gliedern
wieder dieselben Mittelgrossen u. s. f. bis sie zusammen-
fallen 1).

1) Je nachdem p > q oder q > p hat das arithmetisch-geometri~
sche Mittel den Werth

Vi — ¢
P
Vg — p?
Are Cos—ﬁ-
q

oder

(L. Schlifli.)
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