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C. Wagner.

Eingereicht den 12. Juni 1895.

Uber die Darstellung einiger bestimmten Integrale
durch Bessel'sche Funktionen.

Bei meinen Untersuchungen iiber die Bessel'schen Funklionen
[. Art mit vielfachem Argumente — es handell sich darum, die Funk-
tionen mit vielfachem Argumente durch ebensolche Funktionen mit
einfachem Argumenle moglichst elegant darzustellen — stiess ich auf
verschiedene bestimmte Integrale von der Form

i Pl T
fcosz (xsin @) de, {'0053 (x sin @) dg, ... / cos” (x sin ¢) dg,

0 h h

welche sich leicht durch Bessel’sche Funktionen erster Art mit gleichem
Index, in unserem Falle Null, und vielfachem Grundargumente, in
unserem I[Falle x, ausdriicken lassen. Ich glaube, dass diese Entwick-
lungen einigen Wertl besilzen, zumal ich in der diesbeziiglichen Litte-
ralur — soweil sie mir zuginglich war -— keine derartigen dhnlichen
Beziehungen zu finden vermochte. Andererseits zeigt aber diese Dar-
stellung eine ganz eigentiimliche Ahnlichkeit mit Entwicklungen der
gewohnlichen Cosinus-Funktion, so dass auch hieraus, wie ich glaube,
gefolgert werden darf, dass die Bessel'schen Funktionen in der hiheren
Analysis eine weit wichtligere Rolle zu spielen berufen sind, als es im
ersten Augenblicke den Anschein hat. Sie verlrelen in gewissem
Sinne die Cosinus-Funktion in der hoheren Analysis. lch werde am
Schlusse vorliegender Arbeit hierauf zurickkommen.

Die Besscl'sche Funktion erster Art fir den Index Null und das
Argument x sei gegeben in der einfachen Form



— 116 —

0 1 (" :
Ix) = — ] cos (x sin ¢) de.
0
Fir das Argument x -y wird:

0 T
J(x{—y):%fcos ([x 4 y] sin ¢) d¢
0

T
1
s _—f{ cos (x sin ¢) cos (y sin ¢) —

— sin (X sin ¢) sin (y sin ¢) } do
oder fir x =1y

0 T
H2 x) == % f {cos2 (X sin ¢) — sin? (x sin 90)} de.
0

Ersetzt man hierin die Sinusfunktion in bekannter Weise durch die
Cosinusfunktion, so entsteht

0 2 n
HE £ == —‘[‘cns2 (xsing)dp — 1
7T
0

oder
" sr (9 0
1) cos® (x sin ) dg == @ x) + 30}
; _
weil ist:

0
J(0) = 1.
0
In ganz idhnlicher Weise kann man J(3 x) berechnen, wobei das

Integral
b S
fcos3 (x sin ¢) dg

0

auftritt, welches in folgender Form durch Bessel’'sche Funktionen
ausgedricktl ist:

" a (9 L
2) cos® (x sin @) dg = T {.1(3 x) -}- 3 J(x)]'

[
0
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In gleicher Weise forifahrend erhilt man

3) f i (x sin ¢) d¢_ Lk {J(4 ) 44 52 x) 4 3 J(O)}

]
u. s. f.
Fiir die allgemeine Formel hat man zwei Fille zu unterscheiden :

I) n = einer ungeraden Zahl, 1, 3, 5 ... 2m -} 1.

A: ffosn (x sin @) dg = —— {J(n X) —{— ( ) .(I)((n — 2)x)
+ (g)f«n —ox) + }

welche Reihe so weit fortzuselzen ist, bis das Argument x auftritt,
z. B.:

{.( 0s? (X sin 99) dgp = {J(9 X) 9 J(7 X) 4 36 1(5 X)
0

1 84 )8 %) - 126 .?(_x)}-

II) n = einer geraden Zahl, 0, 2, 4 . . . 2m.

B: {Hn sing) d ”[1n10 " Ve
e (xsing) dp =% l?( ) ()+( 1)( )

+(g_nz) J(4 %) _|_}

welche Reihe so weit fortzusetzen ist, bis das Argument nx auftritt,
Z. B.

fgm“(\ sin @) dg = {101(0) 15 J(ZK) {—6J(4 X) +J(6 x)l

0

wobel zu bemerken ist, dass man hat

)= ()

nach der bekannten Formel:
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Beide Formeln A und B lassen sich unler gewissen Voraus-
selzungen in eine einzige zusammenfassen, woriiber ich in einer be-
sonderen Arbeil mitleilen werde.

Diese Formeln erscheinen mir deshalb bemerkenswert, weil
man mit ihrer Hiilfe, wenn man die Funktionen mit mehrfachem Ar-
gumente durch solche mit einfachem Argumente ausdrickt, zu einer
verhiltnismissig eimnfachen Darstellung fraglicher Integrale gelangen
kann. Mit den diesbeziiglichen Untersuchungen bin ich gegenwirtig
beschiftigt. Es handelt sich hierbei hauptsichlich darum, zu unter-

suchen, ob das Integral
7
fvcos2 (x sin @) do

nicht vielleicht als J-Funktion dargestellt werden kann, oder, mit
anderen Worlen, ob die in folgender Gleichung

C 3 .
fcos (x sin ¢) d@] == . (0 JE
0

vorkommende, noch unbekannte Grisse A in irgend einer Weise als
J-Funktion anzusehen ist, d. h. als Produkt oder Quotient von J-
Funktionen mit einfachem Argumente betrachtet werden kann.

Fir den Spezialfall

[ 8
0

T
{'0052 (x singp) dp =A..

[ ¥
0

¥ == ]
entsteht unter sonst gleichen Bedingungen aus Gleichung A die Gleichung:

T . IO 0 7N\ 0 l
cos” (sin ¢) dg = ey l.l(n) 1. (‘f) J(n—2) -} (E)J(n—‘l)f—-" f
fortgesetzt, bis das Argument 1 auftritt, und aus Gleichung B die
Relation :

e o [ 1 AN o n 0
cos'(sin @) dp=—"-1 — (n ) J(0O) + (n J(2)
27 2 \g g 1

+ @_2)3)(4)+---}

forigesetlzt, bis das Argument n auflritt.
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Die vorher angedeutete Ahnlichkeit mit Entwicklungen der ge-
wohnlichen Cosinus-Funktion
cos X
moge durch folgende Gleichungen bewiesen sein:

Man hat
cos? x =1
cos! X = ¢os X

" otpgt X = é— lcos (2 x) 4 cos Oi
cos® X = —i gcos (3x) | 3 cos \s
oder allgemein : |
I. n = einer ungeraden Zahl, 1, 8, 5 ... 2m - 1

{cos (nx) (?) cos ((n — 2)x) 4 (g>cos (n—4)x)+ -

fortgesetzt bis zum Gliede cos x.

cos" X =—

N —

211—1

Il. n = einer geraden Zahl, 0, 2, 4 ... 2m

L 1 (1 /0 n
08" X = —— {— n)cos 0+ 3_1 cus (2 x)
2712 4y 2

+(n ' )cus(4x)—|—---
;=1

fortgeselzt bis zum Gliede cos (n x).
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