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H. Otti.

Eigenschaften Bessel'seher Funktionen
IIter Art.

Einleitung.
Als Bessel'sche Funktion zweiter Art isl nicht zu allen Zeiten

und von allen Mathematikern, die sich eingehender mit dieser Materie

beschäftigt haben, ein und dieselbe Funktion bezeichnet worden.
Die Bessel'sche Funktion erster Ari, für welche man allgemein

das Symbol J" (x) angenommen hat, genügt der Differentialgleichung
zweiter Ordnung:

**sW+^r + <*'-"') J"«-°
und zwar isl sie dasjenige partikuläre Integral derselben, welches für
alle endlichen Werte von x endlich und sletig bleibt.

Es läge nun sehr nahe, als Bessel'sche Funktion zweiter .Art die

andere partikuläre Lösung der obigen Differentialgleichung zu
definieren. In der Thal ist dies auch von E. Lommel in seinen «Studien

über die Bessel'schen Funktionen»') und in seinem Aufsalz «Zur Theorie
der Bessel'sclien Funktionen» im 3ten Band der Mathematischen Annalen

pag. 475 u. ff. für die zu Jn (x) komplementäre Funktion Yn(x)2)
geschehen. Diese Ausdruckweise hat man wohl allgemein verlassen und

bezeichnet nun mit Carl Neumann als Bessel'sche Funktion zweiter
Art eine Funktion On (x), welche mit Jn (x) in Reihenentwicklungen
für Funktionen auftritt, die hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit und

Stetigkeit gewissen Bedingungen unterworfen sind.

') Leipzig, Teubner, 1868.

•) Vergi. Math. Ann. ili, Seite 25 und 31.

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1451.
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Wie Neumann in seiner vortrefflichen Arbeit « Theorie der
Bessel'schen Funktionen3), Ein Aualogon zur Theorie der Kugelfunktionen»,

II. Abschnitt, pag. 24 u. ff., gezeigt hat, lassi sich nämlich

jede gegebene Funktion, die bezüglich ihrer Stetigkeit und Eindeutigkeit

gewissen Bedingungen entspricht, stets in eine nach den J" (x)
fortschreitende Reihe entwickeln oder auch in eine Doppelreihe, welche
nach den .1" (x) und 0" (\) fortschreitet.

Neumann ist zu dem obigen Satz mit Hülfe der bekannten
Methode von Cauchy gelangt und hat in § 7 und § 12 des genannten

Werkes den Ausdruck in eine Reihe von folgender Form enl-
*—y

wickelt :

n=oo
—L j« (y) o° (x) -f 2 2 Jn (y) °n (x)-
X ^ n=l

Die Entwicklung ist dabei nur so lange gültig, als mod. x >¦
mod. y ist. Die Funktionen On (x) sind keineswegs komplementär zu

den J"(x), sondern sie genügen einer andern Differentialgleichung.
Sie stehen aber nach dem obigen Satze zu den Funktionen J" (x) in
ähnlicher Beziehung, wie die Kugelfunklionen IItcr Ari zu denen Iter Art,
und aus diesem Grunde hai sie C. Neumann Bessel'sche Funktionen
IItCT Art genannt.

1. Definition der Bessel'schen Funktion II1" Art durch
eine Summenformel.

Die Neumann'sche Funktion On (x) ist definiert durch folgende
Summenformel:4)

1^-nH-lk<—z-
-1—2;.

0(X)=Z^' ü \T) ¦ (1)

;.=o

Es ist also eine ganze rationale Funktion vom (n-{-l)ton Grade in

Sie verschwindet für x oo. Die Reihe bricht von selber ab, und

8) Leipzig, Teubner, 1867.
4J L. Schläfli, Mathem. Annalen 111, Seite 137. — Vergi. L. Crelier: Sur

quelques propriétés des fonctions Besséliennes, tirées de la «Théorie des fractions
continues». Thèse de doctorat. Annali di Matematica XXIV. Mailand 1896.
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zwar sind dabei 2 Fälle zu unterscheiden, je nachdem n gerade oder

ungerade ist.

/. Fall. n gerade 2m,

n+l 1

also muss dann X < m -f- — bleiben, und daher ist der letzte Wert,
di

den X annehmen darf:

i n
1 m T,

und der letzte Term der Reihenentwicklung nimmt die folgende
Gestalt an:

0-1 v
n \ 2 / / 2 Y n 2 2 1

4 n \ x / 4 n x x

~2'
11. Fall. n ungerade 2m — 1,

n-4-1 2m

der letzte Term, den X annehmen darf, wird in diesem Falle für

X —-— erhalten ;
dt

daher ist der Schlussterm der Reihe :

n V 2 / / 2 V n

Demgemäss kann man also zwei Reihen aufstellen für ein gerades

und ein ungerades n.

1 n2 n2(n2-22) n2(n2-22) (n2-42)
Tl1+ x2

gerades n ;

o- (x)=-nj i+5!=ü+("2-t2r-Bä)
X8 I ' X2 ' \4

fn2—l2) (n2-32) (n2—52)

0" (x) - [ 1 + --i + \.4 ' + -, \- ¦ ¦ •} (2)

x
ungerades n

.-0 + '" (3)
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In dieser Gestalt finden sich die beiden Entwicklungen in der
schon cilierlen Arbeil von C. Neumann, pag. 12 und 13. Mittelst
dieser Reihen ergeben sich, um einige Beispiele anzuführen, folgende
spezielle Werte:

0°(x)

0^

o4

1

x

1

: +
X xä

1 36

x

192
~x5~
1152

x"
1 64

AA'l' "Ts-

xa

3840

+
23040

x7

184320

+ 10J- +

x->

9600 806400

+
)160960

51609600
x-

1857945600

144
~v8

20160 2580480
1 77s I

v 7

278691840

+
22295347200 980995276800

O"1 ^ 196 37632
xJ x"

143061811200

6773760 1083801600
Zi I As

13733933875200 714164561510400
Arn l r i &

oJ

o2

o5

o7

3

x2

5

x:>

7

x"

x2

24_

120

x1

336

x"

720

1920
x8

13440
x6

51840
7* 4-

322560

2903040 92897280
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Ou=" 1320 147840 14192640 1021870080

,i:ì 13 2184 349440 50319360

+ -

40874803200

6038323200

15 3360
:

x2 "' "x1" "*"

3678632288000

531372441600 I 25505877196800

725760 145152000 25546752000
x° ' x°

382577757952000 21424354445312000

Diese Entwicklungen zeigen sehr deutlich, dass die Bessel'schen

Funktionen IItcr Art mit wachsendem Index ebenfalls rasch wachsen

und dass sie namentlich für kleine Argumente schnell grosse Werte
annehmen.

Eine andere, wohl noch einfachere Summenformel erhält man
für die O-Funklion, wenn man die Ausdrücke (2) und (3) nach

steigenden, statt nach fallenden Potenzen von x ordnet. Man kann

alsdann für jedes beliebige n 0" (x) folgcndermassen darstellen:

2n n! \s
en On (x)

v_n+l
1 + 2 (2n—2) 2.4. (2li¬

ve

-2) (2n—4)

-I \ (i)1 2.4. 6. (2n—2)(2n-4)(2n—6) ~ \,K '
eine Formel, die sich ebenfalls in der Arbeit von G. Neumann auf
Seile 15 findet. Dabei ist unler sn eine Konstante zu verstehen,
welche den Werl 1 hat für n 0, dagegen den Wert 2 für jedes
höhere n. Die Formel (4) hat gegenüber den Formeln (21 und (3)
aber den Nachteil, dass der Klammerausdruck nicht von selbst abbricht.
Will man, wie in (1), das Summationszeichen beibehalten, so kann

man (4) auch schreiben :

-"+i
_I_1 A *"*

0-(x)=^
n+l X<"2

2
/1=0

,2k

2 4 2X (2n-2) (2n-4).. ^n-2-*)
(5)

Diese Formel ist, wie übrigens auch die Formel (1), für den

Fall n 0 nicht brauchbar, sondern sie isl mit 2 zu multiplizieren;
deshalb wohl hai C. Neumann die Konstante en herausgenommen.
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Der letzte Term der Summe lautet dann:

x
für ein gerades n: -— — -——b 2 .4.. .n (2n—2) (2n—4) ..n

vn i

für ein ungerades n :

2.4... (n—1 (2n—2) (2n— 4) (n+l)

2. Darstellung der Funktion 0" (x) durch ein bestimmtes

Integral und Einführung einer Hülfsfunktion SD (x).

Die Funktion ()" (xj isl ferner definiert durch:
N

0"(x) -i- | Xe— (l» + (-IT I-1) ds, (6)
*o

wobei s
0

(l und N eine sehr grosse Zahl bedeutet, die

zum Unendlichwerden bestimmt isl. Herr Prof. Dr. J. IL Graf hat nach

Vorlesungen von L. Schläfli5) dieses Integral aufgestellt direkt aus

der Entwicklung von nach Bessel'schen Funktionen ltel Art, in-
x—y

dem er fand :

N

e-xs (Ln _j_ __iyx t -n\ (]S

JN 11 00 JN

7ZTY i0W fV-ds + N J"^ f"
o n=l o

oder :

II oo

^=J°(y)0°(x) + 2 2 J"(y)0"(x).

Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, kam C. Neumann gerade

durch diese Entwicklung von nach Bessel'schen Funktionen Ikr
x-y

Art dazu, die Funktion On (x) einzuführen.'') Er gibt der Entwicklung

die Form :

6) C. Neumann. Besset'sche Funktionen, S. 9.

Graf, J. H., Mathem. Annalen XLI1I. Seite 136.

6J Man vergleiche darüher in seiner Arbeit über ßessel'sche Funktionen
g 7. Seite 8 und §§ 11 und 12, Seite 24 u. f.
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x—y 2 E" jn Ö) 0" (x),

n=0
wobei, wie früher, £o=l, £l e2 e3 • • •

mod. x > mod. y.

Man sieht sofort ein, dass

0° (x)

N

1 e--xs ds —
"o

ist.

Setzt man in (6)

t =e*

2 und

(7)

s y(e/-e z) fin/,

ds Y (0* + e_/) dX CDF % dX>2

so nimmt das Integral die Gestalt an :

e-xf^(e^+(-l)"e-^)co,-,dz. (8)

o

Aus dein Ausdruck (8) folgt:

0 "(x) (-ir{ p-^Co1*-+(_!)» e-^cofx dz,

0

was mit (6) verglichen, die Eigenschaft ergibt:

0_n (x) (—l)11 0n (x). (9)

Zur Untersuchung vieler Eigenschaften der Funktion 0" (x) ist
es zweckmässig, eine Hülfsfunklion einzuführen, welche der Funktion

J" (x) näher steht, als 0" (x) selber. Schon L. Schläfli hai diese

Hülfsfunklion verwendet in seinem Aufsalze «Über die Bessel'schen

Funktionen»7); ebenso hat Prof. Dr. J. H. Graf dieselbe verwendet.8)
Bei C. Neumann und E. Lommel dagegen findet sich dieselbe nicht

7J Mathem. Annalen III, Seite 139 u. ff.
83 Mathem. Annalen XL11I, Seite 138 u. ff.



erwähnt. Sie wird nach Schläfli und Graf durch partielle Integralion
des Integrals

N

1 f *

o

On(x)=-f e-M(l" + (-l)nt-2

erhalten. Zu dem Ende setze man:

—xs -i
-1 —:

v e ds, v — e.
X

Da nun s -- It so nimmt l für s 0 den Wert

1 an, und es wird

dt
rs

o» (x) -1 cos2^ + iL. J%-» (in-(-i)n r»;
*i

Setzt man den Integralausdruck :

N

/V*(in-(-i)nrn)^ =sn(x), (io)
"i

so ist dies die gesuchte Hülfsfunklion, so dass man jetzt schreiben
kann :

0Bto -2-x-S»(x)+-lco8«^. (11)

nn
9v

C0S "9"
Sn (x) — 0" (x) - 2 --9) (12)

n v n

Durch die Substitution t ex erhält man die S-Funklion in der
Form:

fcoe-*ft«* (e»/_ (_1)n e—^ dz. (13)
"0

Es ist ferner:

fcoe-xfin/ ^„^^»g-n^^
:l) L. Schläfli, Mathem. Annalen III, Seile 139, oben.
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daher durch Yergleichung mit (13):

S-n0O -(—l)nSn(x) (14)

Aus Formel (13) folgt:

S11+1 (x) f7"x Ux (e(n+l)^ - (-l)n+1 e"(n [ 1)%) dx,

*o

fcoe-xfm/(e<n-^ _(_1)n-le-(-t)/) d/j
"O

/COe_x fin/ (» ^ (_1)n e-n/X (e/^e-/) ^
0 2 cof/

___
Sn'H (x) | - S'1"1 (x) 4 0n (x).lrt) (15)

Auf ähnliche Weise lassen sich noch andere Beziehungen zwischen

den Funktionen 0n (x) und Sn (x) herstellen. Sie sind aber von

komplizierterer Form und haben keinen praktischen Wert. Hingegen

kann man umgekehrt Sn(x) linear und homogen durch 0-Funktionen
darstellen. Es ist nach (15):

(_!/ (s"+1"2\x) + Sn^2A(x)) (~l/ 4 0n-%);
X durchlaufe alle alle Werte von 0 bis n; dann folgt:

X 0 gn+l^gn-l^ 40n
x 1 __Sn-1-Sn-8 —4 0,,-a

Ä 2 sn-3_j_sn-5= 4Qn-l

X= 3 — S"-6 — Sn_7 -4 0n~6

A 11 (— 1) S1_n + (— l)nS~l-n =(-l)"10-n.
Addiert:

;.=n
S»+1(x) -|- (_i)"s~l-"(x) éV(-l)1 0n-3i(x).

/.=0
Nun wissen wir aber, dass:

(_l)»S-n-1(x) Sn+1(s);
also jetzt:

'") L. Schläfli, Mathein. Annalen III, S. 139, in der Mitte.

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1452.
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2S"+1(x) 4^(— l);-0"-2*(x)

k=0
und entsprechend:

;.=n—1

Sn(x)=2 ^ (—l)i0n~1-2i(x).n) (16)

;—o

Um für Sn (x) eine Summenformel zu erhallen, substituiere

man einfach in der Relation (12) für On (x) den Wert aus (1); dann

ist vorerst

» -ü£j XI \X
A=0

der gewünschte Ausdruck für Sn(x) ist also:

2
1 1 1M / O \n-2A 2 COS2—-

S"(x)= v (-~ r-^ -!-) —A> (")i! V x / n

und für ein sehr grosses n dürfen wir den konstanten Bruch rechts

vernachlässigen und schreiben :

;.=o

Unter der Bedingung n sehr gross ergiebt sich auch ohne

Schwierigkeit direkt aus der Summenformel die Beziehung (15)

Sn+l(x)-f Sn-1(x) 4 0n(x),
wie man leicht zeigen kann.

Zur numerischen Berechnung einiger S - Funktionen möge die

Summe noch in entwickelter Form dargestellt werden ; es sind hiebet

ebenfalls zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem n gerade oder

ungerade ist:

n) Dr. L. Crelier, Mitteilungen der Naturf. Gesellschaft Bern, 1897, pag. «9.

12) Graf, J. lt., Mathem. Annalen XLIlt, S. 138 Nr. (13).
Dr. L. Crelier, Mitteilungen der Naturf. Gesellschaft Bern, 1897, pag. (j7.
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/. Fall, n gerade 2m,

ii+ l 1

der letzte Wert, den X annehmen darf, ist also

X — m
n

»

der Schlussterm in der Entwicklung ist daher:

n — i-0' 2^ n—n 2

V X /
—

n

-2]

Im vorletzten Term isl l—— 1, also derselbe:
di

n \. /_n_
2_\n-n+2_ \2 y __n_ /2_
X

~" / n \ ~" 2 \ X

n- — + 1-1)! /oNn-n+2
1 — 1'

f-D! ' Î+-1I!(t
Im drittletzten Term ist X — — 2, also der Term selbst:

di

n-i+2-l)l/2>„+1 \ „ /„ A/2V
"I »*«

/ n \ n / n(t-1J't(-2-+:
u. s. w.

Die Reihe hat dabei die Form :

„n/r
2 WT~ n/2\>. /n ,\ n/n V 2 >'

s"w=f—r+f f + i-')l 1+'
fi

a,w_A_A^!?+i(4)V<^i-fe±s(4
¦

(n _ 4) (n-2) (n + 2) (n + 4) ^ 2 Y+
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Mit Rücksicht darauf, dass n gerade und daher

cos2l^ (-l)» l

kann man schliesslich schreiben:

n (n+2) n (n—2)
x2 "¦ x*

(n+4) (n+2) n (n—2) (n—4)

Sn (x) 2

(19)

Ist n 0, so folgt nun :

S°(x) 0. (20)

//. Fall. Hier muss in erster Linie bemerkt werden, dass das

2cos2!^
2

konstante Glied wegfällt.

n ungerade 2 m—1,

n + l^-=ffi'
letzter Werl von X —-—

di

Der Schlüssle™ der Reihe ist in diesem Falle:

n_1 1)!" 2 V (_2_y-n+1= _2_.

/n —1\. \x/ x

Im vorletzten Term ist 1 — 1, also der Term selbst:

f-1)! 2W-n+l+2 n_1/n_1 \f2\3
n-1 \ W 2 V 2 +m

n — 1
für X — 2 wird der entsprechende Term :

di
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n —1 .!..,„2 y /- / 2

/n —1 A \ x

:-!)_, ^fcl+i fcl+2uns2 / 2 V 2 ' / V 2 ' / V X

n — 1 „.fur X — -3 endlich :
di

"-1 ¦ 81!-/7 2 V /n-1 .VH^Wfï-i^n__i \ \ x / \ 2 / V 2 / 2 \ 2
3)!

n —1 \ /n —1 „\ /2 Y
2 +2Jl—+ 3)(T

Die Reihe heisst also entwickelt:

2 n —l/n —1 A / 2 X3

+(¥-)(^-^(^0(^-)(V-)(l)V-'-
oder etwas umgeformt:

S "(x) 2 i— + ("+!) (n-1) (n+3)(n+l)(n-l)(n-3)
| X X3 X5

+ (n+5) (n+3) (n+l) (n-1) (n-3) (n-5) + j (gl)

Die beiden Reihen, sowohl (19) als auch (21), brechen von
selber ab ; sie liefern folgende speziellen Werte für die ersten
12 S-Funktionen :

s"=o
s2=+

Xa

s4 8
-1

96
ö — alX2 X4
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12

X2

s10=^ +X8

384

~^~
960
x4

1920

7680
x6

46080
x6

161280

1290240
x8

10321920 371589120

S12=
24

x*

3360

x"

430080 46448640 3715891200

163499212800
1

x„

s1- 2

x

C,3
2

i
16

X X3

s5 —
2

1

i8 768

X
'

X3
1

X5

s7 —
2

1

96 3840 92160
X

'
X3

1

X5
1

X7

s9 —
2

1

160 11520 645120 20643840

x
'

X3
1

X5
1

X7 ' X9

Su_ 2
1

240 26880J 2580480 185794560 7431782400
X7 ' X9 ' X11x

1

X3 f X5 4

3. Ableitung der Differentialgleichung der Funktionen

0"(x)undS"(x).

Neumann kommt auf verhältnismässig einfache Weise 13) zu der

Differential- Gleichung für 0£.(x), indem er für das Binom (y + x) in
seinem schon mehrmals zitierten Werke pag. 11 zwei Reihen

aufstellt, nämlich :

n=oo

D y+x =2e"r M [ïiJ' °n M - n2 °n (y)]'
n=0

I3) C. Neumann, Bessel'sche Funktionen, S. 11.
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wobei e,, wieder eine Konstante bedeutet, welche den Wert 1 hat,

wenn n 0 und den Wert 2, wenn n > 0 und wo unter _/' die

Operation zu verstehen ist:
dH 3J'f- dy^ y2 ''

2)

8y2 y

y + x £o y J° (x) + 62 y J3 (x) + 64 y .D (x) +
+ e 1 J1 (x) + £3 3 J3 (x) + £6 5 P (x) -|

Wenn diese Enlwickelungen einander identisch sind, so führen
sie augenblicklich zu den Formeln:

f Ï 0" (y) — n2 0»_(y) y
n gerade

f j' o»(y) - n20"(y) n

n ungerade.
Sie lauten in ausführlicher Gestall:

(22)

d20"(y) _3_

dy3 ""'"
y

820"(y)

Bf

3 0»(y) +dy ' \ y

n gerade

n2—l\ „—=T- I °n (y)

3 ao»(y) + U -i
0» (y)

(23)

S y
' \ y* J " y*

n — ungerade.
Von diesen Differentialgleichungen kommt Hr. C. Neumann dann

auf die Summenformel, welche denselben genügt. Man kann aber

auch umgekehrt, wie Hr. Prof. Dr. J. II. Graf nach Vorlesungen von
L. Schläfli es gethan hat, von der Summenformel ausgehen und
mittelst der Hülfsfunklion S" (x) zu der Differentialgleichung gelangen.
Es bietet dieser Weg den Vorteil, dass man dieselbe in einer Form

erhält, die für jedes n passt. Wir stellen zu diesem Zwecke vorerst
einige notwendige Relationen auf, welche schon L. Schläfli, Mathem.
Annalen III S. 139, angegeben hat, allerdings ohne Nachweis.
Derselbe soll hier mitgegeben werden.

e
x dx~+n) S°W

X -^- + II
Bx

>¦<n+l

Sn (x) 2 (n—Jl— 1)!
X\

(21—n)
2/l-n

n+lk<
+ 2

-1=0

(n-À—1)1

;.=o

2k- i<n+1

-2 (n—it—1)!

(*-l)! (-V 2

2k-

/1=0
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li'selzl man darin X durch A + 1, so wird:

(xi + n )sn00
k=0

-X-
X\

¦*>.,

sn -X(x)

±^-n+l
2"

also

x ~ + n Sn (x) x Su_1 (x). (24)

Die Formel stimmi allerdings nur für ein ungerades n; für ein

gerades n isl nach Formel (17) zu schreiben:

x ~+ n S" (x) x S""1 (x) — 2 cos2 ~. (25)
ex J 2

x^-n)s»(x) f

d \on, 'S? (ll-i-1)! ,„. X \2)-n

_"^ n(n—X—1)1 /' x \2>--n

— /•
3

(n—J.)! /' x X2;-'-1
A! V 2

i=0
,n+l

also

Xôx"

S"+1 (x)

n S" (x) — x S"+1 (x), (26)

und für ein gerades n ist zu schreiben:

x
*- - n) S" (x) - x S"+1 (x) f 2 cos2 f• (27)

Durch Addition von (25) und (27) erhält man:

Sn + 1

(x) — S'1"1 (x) + 2 ~~ Sn (x) --= 0. 14) (28)

Subtrahiert man (27) von (25), so erhall man :

Sn,1(x) +s"-1(x)-— Sn(x) — cos2^- (29)xx 2

*) Vergi. Crelier: Mitteilungen der Naturf. Gesellschaft Bern, 1897 pag. 71.
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Mit Rücksicht auf die Formeln (25) und (27) hat man ferner

(X^x+n)(Xi"n)Sn(x) + (X^+ n)xSn+1(X)^2,1C0S
2

I II

II x2 ~ Sn+l(x) + x Sn+1(x) + n x Sn+1(x)

x (x -*- + (n+1} j S-+1 (x) x2 S"(x) - 2 x cos2 ^Hli£.
da aber

(n+l) TT njc
cos '2y — — sin —,

so ist:

lI x2Sn(x) — 2xsin2^-
di

£\Q c\ r, r\

I x2 — Sn (x) + x~^ Sn(x) + nx^- Sn(x) - nx-^- Sn(x) -n2Sn(x)ox2 dx dx Bx

- x3 £sn(x)+x -L S"(x) - n3 S"(x) + x2 S" (x)

I + II=x2^Sn(x) + x^Sn(x)-n2Sn(x) + x3Sn(x)-2xsin3n2^

2n cos2 —-
di

oder in elwas anderer Schreibweise:

x2 ê+x ~k +xS -n2)sn (x) 2x sin2 "f+2n cosa (30)

und dies ist die Differentialgleichung für die Funktion Sn(x), wie sie
auch von L. Schläfli, Mathem. Annalen III, S. 139 angegeben worden

ist.
Zwischen der 0- und der S-Funklion kann man mit Leichtigkeit

noch die folgenden hübschen Relationen gewinnen. Es ist:

0"(x)= — cos^ + ^-S»,x 2 2x
also auch:

On+1M ^sin2^ + ^±isn+1(x) (a)

Bern. Mitte.il. 1898. Nr. 1453.
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(a) werde multipliziert mit (n — 1) und (ß) mit (n+l); dann gilt:

(n-1) 0-+1 (x) 5=1 sin2 ^+~ S-+1 (x) (r)

(n+l) o^W-Bilain- ^+ B^=1 S""1 «. 0)

Die Addition ergibt:

(n-1) ün+1(x) + (n+l) 0-l(x) — sjn* ^X di

fl2—1
2x (s^w + s-1^)),

4 On(x) nach (15)
also

(n-1) On+,(x)+(n+l) O-^x) - (n2-l)|- On(x) ^ sin2^.16)

Es ist nun aber auch nach (29)

S,1+1 (X) + Sn-\xi ™ Sn(x) + -1 COS3 ^;
dividiert man ferner noch durch n2—1, so folgt:

On+1(x) On-V)_ 2n n,r 1 /2n 4 n«\
~n+ï~ + "n^T-xln^=ï)Sm T+2x"V~T S (x) + T C0S T/'
multipliziert man mit x2, so wird:

für ein gerades n wird sin -— 0 und wird n ferner einiger-
dt

massen gross, so kann man die letzte Formel darstellen :

n7c
Bedenkt man ferner, dass für n — 2m + 1 cos — 0 wird

et

und dass der Bruch —5—- rasch kleine Werte annimmt, so gilt die
n2—1

Formel (33) auch für ein ungerades n, also für jedes grössere n.

l5) Graf, J. H., nach Vorlesungen Schläflis.
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Substrahiert man die Gleichung (ô) von der Gleichung (f), so

folgl eine neue Relation:

(n—1) 0n+1(x) - (n+l) 0" \x) -sin2 ^X di

+ I^(Sn+1(x)-S""1(x)

• -2ÄSn«
(n-1) 0"+V) - (n+D 0n-\x) -Asin2^_5!z± J_ S>)

0n+l(x) 0n-l(x) g g

n+l n—1 n2—1 2 Bx w

9^40 _, ori)+
»

SV) __ «
si„. - (34)n+l n—1 ' Sx v ' n2—12 v '

Aus der Formel:

0"(x) |cos2^ + ASn(x)
fliessl :

„n/rCOS3—-

2--On(x)=-2-V- + -f^S"(x)-^Sn(x)
ox 7 x2 ' 2x Bx v ' 2x2 y

tf*1 (x) _ 0-1(x)+2^0"(x)=A[s"+1 (x) - S^x) +^i)]

+ ^[sn+1(x) + S-1(x)-|s"(x)] 2 „ n/r
^cos2-

4 n/c
— cos2 -—

x 2

0n+1 (x) — 0n~ 1(x)-T-2~ 0n(x) 0.16) (35)

Zur Herleilung dieser Formel hat man aber die S - Funktion
durchaus nicht nötig. Am einfachsten kann man sie wohl aus der

Inlegralformel erhallen. Auch ohne Mühe findet man sie direkt aus

der Summenformel. Es war :

1C) L. Schläfli, Mathem. Annalen III S. 137, unten. Vergi, auch: Crelier,
Mitte.ilg. d. Naturf. Gesellsch. Bern, 1897, pag. 84. Nach Crelier gilt diese Relation,
sowie auch die entsprechende für Sn (x) auch für die Ableitungen von On (x)
und Sn (x).
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OW yl e ve +(-1) e ; cof/ dx

2,
~o

0"(x) -|J e-x P^ fin z (e* + (-1)" e"*) cofz dz.
5

dx"
0

Nun ist aber

e*-*-*
• ftnx

Eingesetzt gibl:

2è°n(x)=~T-.f""XfÌn/ (e/-e_/) (e"7 +(-l)n e^n/) coïx
*o

/»oo

_ M e-xfin/ [e(n+1)/+ (-1)'1+1 e-("+n/] cofz dx

0
*—

— On+1 (x)

+ ^J°°e-x«[e^^+(-ir1e-("-^] cofz dz

+ 0^1(x)

0n+l(x)_0n-l(x) + 2A0n(x) 0i

In gleicher Weise würde sich selbstverständlich auch die Relation

Sn+1 (x) — Sn_1(x) + 2 j- Sn(x) 0 aus dem Integral ergeben.

Will man aber, um die Relationen zu finden, von der Summenformel

ausgehen, so isl der Weg folgender:

k=0
8

öx n+l j On (x)

4^.)-2-rg^i"ri"1-(-f
(4+n+1)„,^2x*W(i)-

2/—n—1

2/1—n—1
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Stall X werde 1+1 gesetzt, dann ist:

L + B+l o-w-x NXöx ' ' / w ' /j 4 1! V 2
;.=o

Nun ist aber :

; - n

»"-V)=2^-| n—1 (n-A—2)! / x ^-"
;j vT

;.=--o

Mit Rücksicht darauf, schreibe man also

A<+
s

5
„ i\,w„x ...on-i^ 1 ^ (n-X-2)\( x \^-»+1|-n+lj0"(x)^x0-1(x)+-+23x ' ' / v' ' v ; ' 2 ^j AI V 2

/1=0

^2(n— V)n
8 \,-.n, s .-.n— 1, |

1 0n—1,
cos-

x JL + n+l jOn(x) x O""1« +-£- S^tx) + ^|
1

SIn Tx0n~V)+-+Sn--1(x) + -s-f (36)

und für ein grosses n :

x A+ n + l) On (x) x O-^x) + l S""1 (x) (37)

oder wenn man die ganze Summe durch eine S-Funklion ausdrücken

will, so kann man schreiben:

xA + n + l)u"(x) ^-S""1(x) + niLîsin2^ (38)

oder für ein grosses n:

x^+ n+l)on(x)=^-Sn-1(x). (39)

4-H))°nW
(4-(n-l))0"(x) 2i^^(^-^2

v 2/1—n—1

-A-l)t iJ*\2l~n~1

V » (n-A-l)l /xV
— r /i! (n 1}w

V? n 2 (n—Jl)! / x \2*-n-l
4 ÀI
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^t1
d ,„ ninv.i_ „ V? n (a—k)\fx yi-n-l

A!
"

V 2
A=o

(^-HfW -"2l
-x0 + w+Y2j"irUJ

A=0

2n+lcos2 —^—

-xO-+1(x)+lS"+1W+-5Tf-W.
Also wird jetzt:

a \ i sln 9"
x ^-(n-l)J 0"(x) -xO"+I(x)-|-j sn+l(x) + lpFf- (40)

oder für ein grösseres n:

(i^- (n-1)) 0" (x) - x 0n+1(x) +~ Sn+1(x). (41)

Will man wieder, wie im ersten Fall die ganze Summe rechts
durch eine S-Funklion ausdrücken, so kann man schreiben:

xöx-(n-1V 0W -IS (x)"n+TSin 2
(42)

oder für ein grosses n :

(4" ("-D) O» - "f S"+1(x)' (43)

Werden die Formeln (37) und (41) addiert, so folgt:

2xAon(x) |-20"(x) x0"-1(x)-x0"+1(x) + l(s"+1(x)+ S"-1(x))

4 0n(x) nach (15)

2x^0" (x) x O""'1 (x) - x 0n+1 (x)
Bx

0"+1(x)-0,1-1(x)+2Ao"(x)-0.
was mit (35) stimmt.
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Addiert man dagegen (39) und (43), so erhält man :

2 x A o» + 2 0n(x) JL [ S""1« - S"+](x)j

x ±. o» + 0"(x) + ±- [ S'^1 (x) ~Sa-l(x)] 0

— 2 ^- S"(x) nach (28)

On(x) ~^Sn(x)-*^On(x). <44)

Subtrahiert man dagegen (41) von (37), so ergibt sich die

Relation :

2„ 0" (x) x u'1"1 (x) + x 0n+1(x) + -1 S-^x) - Sn+1(x))

0n+1 (x) + 0n-\x) i FSn+1(x) - S'-^x)] - I1 0n(x) (45)

— 2 -r- Sn(x) nach (28)
ox

0n+1 (x) + O-1 (x) - -1 A S"(x) - 2n
0" (x). (46)

Subtrahiert man (43) von (39), so findet man:

2n On(x) A (V"1 (x) + Sn+1(x)

oder wieder Nr. 15.

Sn+1(x) + Sn"-1=4 0n(x). (47)

Setzt man in (45) für 2 0n(x) wieder -— (s^ + S"-1), so ist

endlich:

0» K (x) + 0-i(x) n±l sn+i(x) + n_+ s»-i (x). (48)

Es erübrigt nun noch für die O-Funktion die Differenlialgleichung
abzuleiten. Wir halten gefunden :

x2 ê + x i + x* - n2) s"(x) 2x sin3 T + 2n cos2 T
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Setzen wir aber darin den Werl für

n 2n/r2 cos2 —
Sn(x)=— On(x) -n n

ein, so gibt

5 1 \ /o 2 cos TT0
l ° l 2 2 1 / 2 Xn"/ ^

2
x- -„— + x -^- + x2 — n II — 0 (x)

8x2 8x / \ n n

» „ uze „ n/r
2x sm2 -jj- + 2n cos2 —•

2 u
Nun ist

(X2Ü. isiLxÌLÌ\ dx* ' Bx) ' 8x\ 8x
ferner

d /2x ,n/ A 2x2 3 rtU, 2x ,,niri-o"(x) — f- °uW + -°n W>
ox V n / n öx n

daher

„ d2 d \ 2x ^ 5 /2x2 ô ^ ^
2x „„, ,\

.¦£ + x f ^o-m= ^ £«¦<,)+^ f 0>,dx3 Bx) n w n dx2 n w

+ — Ì-On(x) + -0"(x).
n 3x n

Linke Seile:

9\3 r)3 fiv2 /5 9v 9«

n dx3 v ' ' n dx ' n n

I
2 / 2 2\ 2n'cH (n2—x2) cos2-—-

' n 2

Rechte Seite:

_ „ nit „ ii7t2x sin- —- + 2n cos2-—'
di di

Wir multiplizieren die ganze Gleichung mit n und dividieren
durch 2x, so dass wir erhallen:

*2 £ 0\x) + 3 x3 A 0" (x) + 0n(x) + (x2- n3) 0" (x) n sin3Ç
öx2 vv ' ÖX

n/r „ nm mc
ir cos2 — n cos'' + x cos1" ——

Cà CI et
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Die On-Funklion genügt also der Differentialgleichung:

x2S + 3xÄ+ x2 - (tl2-1} °D(X) n sin2T

+ xcos2Ï^- (49)
dà

Sie findet sich in dieser Form zuerst in der schon citierten
Arbeit von L. Schläfli.17)

Für ein gerades n wird 47 :

(X2£ + 3 X Ix +" X'2 - "2 + 1 °n(x) (-X)^«
oder:

5F ° (x) + T aï °(x) +11- ^7 ° (x)
x

und für ein ungerades n:

,x2öS+3xe+x2-n2+i)on(x)=(_i)^ln
oder

£o-w+i-|;o"W+(1-î!=i)o-(x)=(-..ir?+.
Diese Formeln stimmen überein mit den von Neumann

aufgestellten. Will man bei der Ableitung direkt von der Summenformel
für On(x) ausgehen, so kann man die Formeln (39) bis (43) zu

Hülfe nehmen.
Es ist dann

xA+„+l)(xi--(n-l))on(X)+ (x^ + n+l)|sn+1(x)=0

x2 A_ On(x) + 3 xA On(xH„2-l) On(x) -^ Sn(x) + n cos3 AiAff.

Nun ersetze man darin Sn(x) wieder durch die On(x)-Funklion :

x2 Aj (Ax) + 3 x A o'\x) — (n2-l) On(x) — x2 0"(x) + x cos3 ~v X CX dt

I • 2 n/C
+ n sin^ — i

[x3 A_ + 3x A + x2 - (n2 - 1)] On(x) x cos2^ + n sin2^-

") L. Scliläfli. Mathem. Annalen Iti S. 137.

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1454.
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Ueber die Relationen zwischen den Funktionen Sn(x) und 0n(x)
vergleiche die Arbeit von Dr. L. Crelier: Sur les fonctions Besséliennes
de deuxième Espèce Sll(x) et 0" (x), erschienen in den Mitteilungen
der Naturf. Ges. Bern 1897, pag. 61—96. Seine dort aufgestellten
Formeln ergeben sich auch nach dieser Methode mit Leichtigkeit. Die

interessante Arbeil von Dr. L. Crelier wurde mir erst bekannt, als

der vorliegende Aufsalz bereits beendigt war.

4. Die Funktionen Tn (x) und U" (x).

Die zu J" (x) komplementäre Funktion, welcher also von
derselben Differentialgleichung Genüge geleistet wird, ist deliniert durch
die folgende Summenformel : 1S)

/i=n-l
\2A-n111 ~I\I i. I i A

À! VT,
;.—oA=0

+ A2(-l)^^^r2Log^-^(A+l)-^(n+; + l)|(50)
/1=0

Dabei haben die von Gauss eingeführten Symbole der Klammer
die Bedeutung:

^(A+l) ^/(l)+l+-A |- *- f-i-4 +A-

^(n+J + 1) A(l) + 1 + | + A + -1 + +_+_,

wenn \—— yl(x) gesetzt wird. Führt man nun durch die
ÖX

Setzung:

1 + _L+_L + ....+i s±

.,1,1, 1 t-
1

1+T + T + ---- +n+^lSnTp
das Zeichen S ein, so überzeugt man sich leicht von der Relation:

_j (;.+1) _./ (n yi |4) -2 _¦/ (1) -2 S- L.

+ ^ (n+A+1) -^ (À+1).
18) Vergi. Anmerkung Seite 37.
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Die Definilionsgleichung nimmt daher die Gestalt an:
/l=ii—l^-4 2^47^) 2;.—n

i=N
k=0

x \"+~;-

+ I 2 (~1)A
A! (n R)T [2L^T-2^^-2SnTA

+ ^ (n+A+1) - A (H-l)j-
Zur Abkürzung seien nun die folgenden Funktionszeichen

eingeführt :

ï-(x)=- y ("-^-^1 ^x \2"~n

x \M-*

/1=0 '

* \"+s'

;.=o vi/
Es wird nun die komplementäre Funktion: ''¦')

K"(x) - 2
Log -f Jn(x) A t»(x) - A s»(x) -A U»

VC 2 7C Tt 7C

+ — ^(l)Jn(x); (53)
7t

dabei ist das konstante Glied — cos2 —-, das bei der S-Funktion auf-
7t 2

tritt, vernachlässigt worden. Kn(x) hängt aber mit ¦'"(x) durch die

Gleichung zusammen :20)

Kn (x) colg nu Jn(x) A— j-"(x).
sin n/r

Es besteht also die ganze linke Seite nur aus Bessel'schen
Funktionen Itor Art, folglich muss es auch die rechte sein, und müssen sich

ia) Vergi. Anmerkung Seite 37.
20-) Yepgi, Anmerkung Seite 37.
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die neu eingeführten Funktionen Tn(x) und ön(x) durch J-Funklionen
darstellen lassen; dies ist auch der Fall, und es sollen die beiden

neuen Funktionen im folgenden nach dieser Hinsicht uniersucht werden.

Führt man in den Ausdruck für Tn(x) die S-Funklion ein,
indem man in der ersten Summe À wieder von 0 an laufen lässt, und

bedenkt man ferner, dass

A (n+J+1) S ~ + A (1)

A(X+l) S\ + A(l)
ist, so kann man nun Tn (x) die Form geben :

r(x)=^(x)-12^^(l
k=0

k=j~ (-Y+2>-

+ 2 (-^TïTHWL S nh ~ S T
/1=0

oder durch Einführung eines weitem Zeichens

2k—n

2

2nyC /-|\cos2 (o4)

A=oo X n+2;.

n«=8-w-«-(.) + 2(-irirr.+i)I
A=0

n -H / |

I
2 211/,; t-*\+ —cos2 - (oo)

wobei :

;,=n—1
(n-A-1)! / x \2A-n

/1=0

Für jedes einigermassen grosse n kann das konstante Glied

— cos2-— vernachlässigt werden.
1 2 J

Wir beantworten nun die Frage: x ^— + n j Tn (x) Es ist

x A _|_ n s11 (x) x Sn-1(x) — 2 cos3 ~ nach Formel (25) («)
C7X / dt
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8 \ 2 „mt nitsr-f" — cos «

2 cos ~cT> iß)Bx J n 2 2 '

x A+ nJ Rn(x) — x Bn_1(x), denn es ist: (r)

(4+»)"'«A2lfc^(i)a"n [---+-]

(n-A—1)! /xW-n >J (n-A—1)! /x^-'1"1
-—

2'
(/1—1)! \2/ X

— (A—1)! V.2
/1=0 A=0

Man ersetze darin À durch A+l, dann wird:

0 \u«i.\ _ >? (n-A-2): /x^-n+ix^+n)inx) x
A! V 2

A=0

Rn_1(x) nach (56),
also ist (y) richtig. Ferner ist

„ *n + 2il
k—oa

(xÄ+«)2;-4^W[^i-^]

2 (_1)"
A! (n+A-1)! L

S n+^T ~ S T ]

ü=oo

X

'/1=0

x \n + 2;.-l

V i/ V2 z
~t~ X

—
}

A! (n+A-1)! (n+A)
A=0 'vi'

A=co
V? aV 2

x > (-D V

x \n+2k—1

A! (n+A-
/1=0

^=oo / x \ i

^jf [Sn+X==î_STj

+ 22^-1)A\f(n+Â)r- ^
/1=0 v '

'

F[x)
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Werden nun (a) (ß) (y) und (d) zusammengenommen, so folgt:

x |. + n\ t"(x) x S11"1« - 2 cos2 ~ + 2 cos2 ~ — x R""1 (x)
X

/t=oo (j Y+2"-1

+ X2^^112(4A^L'S,n+l^-^TÌ+2jn«
;=o

X

/1=0

;.-oo /rJLV+a-1 1

+ 2 Jn(x)

Nun ist aber nach (55):

/l—0 L J

2 (n—1)tp
cos2 -——-— (e)

n—1 2

Der obige Klammerausdruck entspricht dem Wert

n-i / x
2 » ii7r

T (x) sin2-— ;v' n-1 2

und wird dieser Wrert für die Klammer substituiert, so isl dann:

x A + n) r (x) x T-1 (x) - A^ sin3 ^ + 2 J» (x).

Für jedes etwas grössere n kann man aber sowohl in (55) wie
in (e) das konstante Glied vernachlässigen, dann fällt (ß) weg und der

fragliche Klammerausdruck entspricht dann einfach Tn_1(x), so dass die
Relation heraus kommt:

8 \ r„n ™n-l x „ o nit
x - f n Tn (x) x r-1 (x) - 2 cos2 "^ + 2 Jn(x): (57)

x^-n)r(x) t

x A — n) Sn(x) — x Snfl + 2 cos2 -~ nach (27); (c)Bx j y'J ' 2

2 nie
das konstante Glied —cos2 — in (55) soll vernachlässigt werden,

n 2
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^xA__nN)R"(x) _xR»+i(x)! (ß)

denn es ist

/t=0
A=n-1

"«J 2(n—A)! /x\2i-n
A=0 "

;.=n
(n-A)! /x \2i-n-l

A! V 2
A=0

Rn+1(x) nach (56);
also ist (ß) richtig.

>™ /jLV'+2i
1 _ 2 (-1/ WxîTT- F » 4î - « 4-1
x / TÌ l- (n+*)! L n+* * JX5>

/1=0

/ y \n-f-2i;.=oo 9 / x i '

(A-l)!(n+A);-o
X \«+«

[^Ïï+Â"^!^]
A=oo [

N(_i)4A_
~— l ;

A! (n+A)!
;.=o

2l~
il 9 / I 1 1 1

(ri' 2 '-'»'îi^p+iyrts ^+I+î- » 4]-2 J"w-
A 0

(«) (/y) und (y) addiert geben:

A _ n) r (x) - x Sn+I(x) + 2 cos2 ^ + x Rn+1(x)

V r iv*_lZ_ [ç 1 o 1 I
0In,Z (-1} A!(n+A+1)! [ S

n + H-T ~ *S tJ~2J «X^J
;.=o
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x \ 11+2A+1

-+"+'«-""+'W+2(-')¥CT3+^MTi-4l
I x=o u

+ 2cos2^C-2J"(x).
di

Nun ist wieder nach (55):

x ^n+2A+l
A=<50 ' x

t^)=S"+'W-b""W+2<~1)'t^SI)t[S5+1-4]'
*=0

wobei allerdings die konstante Grösse —r— cos2 „ — vernach-
n+1 2

lässigt ist; der Wert von Tn+1(x) entspricht aber dem Ausdruck in
der Klammer, daher die Relation:

x A_ n j r(x) _ x Tn+! (X) + 2 cos2 ^ — 2 J"(x). (58)

Die Addition von (57) und (58) ergiebt:

2xAt"(x) _ x r+1(x) + x r~\x)

Tn+1 (x) — Tn_1(x) + 2 A Tn(x) 0. (59)

Subtrahiert man (58) von (59), so bekommt man:

2 n Tn(x) x Tn+1(x) + x Tn_1(x) — 4 cos2 ~ + 4 J"(x)
dt

r+\x) -|- r~\x) -^TV) A (cos2 ^ - Jn(x) (60)

Zu der Differenlialgleichung für T" (x) gelangt man auf folgende
Weise :

xfc+n)(xfc-»)Tnw + (xÄ+n)xTn+1^

2ncos2l^-(xA+n)2Jn(x);

x2^Tn(x) + x A Tn (x) - n2 Tn(x) + x (x ~ + (n + l)j Tn+1(x)

2n cos2 ~ — 2 x Jn_1 (x).
dt
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Nach (57) ist nun aber

x A + (n + i)) Tn+1(x) x 't (x) - 2 cos2(n~1)?g + 2 Jn+1(x),

daher

x2 AI T"(x) + xA Tn(x) + (x2-n2) Tn(x) - 2 x (Jn+1(x) +J^x))
2n n— J (x)
x

in ¦ 211/C I r, ¦> n'C+ 2 x sin2 —- + 2 n cos2 —-
di di

Also nimmt die gesuchte Differentialgleichung die Forin an:

x3 A5 T" (x) + x A r (x) + (x3 - n3) Tn(x) 2x sin2^
Wir+ 2 n cos2 -'- — 4n Jn (x). (61)

di

Auf ähnliche Weise lassen sich die Eigenschaften und die

Differentialgleichung für die U-Funklion ableiten. Nach Definition ist:

x \n+2A
A=oo

P"00 -2 ~X)l S «TA )un+X)l ¦ DaraUS ergibt SÌCh:
i+AA!(n + A)!

x=o
x \nfS»i-l

x A + „) u-(x) x 2 (- D* « n+^I liVp^ïÏÏ
ü-^x)

+ 2<-'%i
x \n+2A — 1

,/ X V 2)
"f-A A!(n+A-1)!

'

2 Jn (x)
oder

x A + nj U"(x)^xü-1(x) + 2 Jn(x). (62)

x \nf21

X^ n)Un(x)== >( 1) S—r^p. 7-7-7 p^TT-<9x / mJ n+A(A—1)! (n+A)!
Man ersetze À durch (A+l), dann wird:

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1455,
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x \n + 2A+l

-)"¦« — »2! <-'>'A'q4+î irjT:--— ..y » ,~, — - ^ v -7 - ,,+A+l A! (n+A+1)!
A=0

xA-n)un(x) -xü"+l(x). (63)

„n+i (x) _ D.-i (x) + 21 un(s)=A r(x). (64)
OX A

Un+1 (x)

Die Addition von (62) und (63) liefert:

Un+1(x)- un~r(x)

(63) von (62) subtrahiert gibt:

U»+i(x) + U""1«-^ Uu(x) A J"(x). (65)

Aus (62) und (63) folgt ferner:

(4+") (4-)u» -^-^^1^-2^-«) ^)
x2 A_ ü»(x) + x |_ u«(x)- n2 U"(x) + x2 lf(x) - 2x J-+1 (x)

(x2~ + x A + X2_n2^ rjn(x) _ 2 x j-K (x) (66)

Dies ist die Differentialgleichung, welcher die Funktion U" (x)
genügt.

Durchgeht man die vorhandene Lilteratur über Bessel'sche

Funktionen, so begegnet man noch verschiedenen Bezeichnungen; einzig

für die Bessel'sche Funktion erster Art J"(x) findet man überall das

nämliche Symbol. Schon für die zur Funktion Jn(x) komplementären

Funktion ist das Funktionszeichen nicht immer das gleiche.

C. Neumann21) bestimmte die komplementäre Funktion zu J°(x) und

bezeichnete sie mit Y° (x). Er fand :

Y°(x) L0(x) + E°(x);
dabei bedeuten :

L°(x) J°(x)log x

E°(x) 2 (A J2(x)-A J4(x) + A Jß(x)-A j«(x)+. .|
") C. Neumann, Bessel'sche Funktionen, § 17. Seite 41 u. ff.
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Vermittelst der Relation J1+n(x) — Jn(\) A^ gelangt er

dann in § 20 auf induktivem Wege zu der allgemeinen Funktion

Yn(x), indem er schreibt:

Y0(x) L°(x)+E°(s)
Y1(x) L1(x) + E,(x)

Y"(x) L"(x) + E\x),
wobei :

L°(x) J°(x)log(x)

L1(x)= —^A+J^^Iogx

n! 12" J" 2'1-1 .I1 2"-2 J'
' (X) " ~

2 j n
'

x" ' (n-1). 1! x1'-1^"(n-2)2! x"-'2 "¦"

2 J""1
log x

1

1 (n—1)! x

„o, ,o
I 2.I2 4.I4 6.lü 8JS I

Lcx) _koJ +4J0-0+0-0 + —
„i, ,i I3.13 5.I5 7J7 9J° I

Mx) -klJ+M,o-4T6 + 6T8-8Ti()+--i

Fn(x)--k J" I 1K" + 2)J"+2 (n+4)J"f4
L (x) _ kn J + 4 j-gT^+2)- - 4(2n+4)"

+ _-±AAA_ + ...|;^ 6 (2n-|-6)
n I

unter den Grössen k sind in diesen Formeln die Konstanten zu
verstehen :

k0 0

k1==l
k2 1 + -J-

kn i+A+_L + _L+....+J_.
Einen Zusammenhang in geschlossener Form zwischen J"(x) und

Yn(x) konnte C. Neumann noch nicht geben.
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L. Schläfli gibt für die komplementäre Funktion die Formel:22)

rW=£=no4(jn+£(x) ~ ("1)n J""~6(x)) + t'°g2 + r' W J"W-

Wird der angedeutete Grenzprozess ausgeführt, so ist Y" (x)
definiert durch:

X=i\—l
1 X (n—il-D! / x \2)—»

Yn(x) logxJn(x).
2

x=o

;=-oo / _ x2

- 5-AMY V (*_! y
1 )v 4

2 \ 2 / — \ X
' n+A/ AI (n+A)!

wo S-L l+-A +T + "-+ ii =^(n + l)-r'(l), wenn

" ~A(x) gesetzt wird. L. Schläfli setzt dann weiter:
dx

2(n_A-l)! x \"-» 1

Ji VT) -~Ts(x)
;.=o

..n, l'^V^n-A-l)! fx\*-"
><nA

1 yx-,1 M"V v i o i \ V *
"f" 2 V 2 / -^ \ ":M * / AI (n+A)!

E"(x)=-(t) 28n+Ä'"A!Tn-|TT '

/1=0

so dass nun ist:
Yn (x) log x J" (x) + G" (x) + Hn (x) + En (x).

En(x) hat dieselbe Bedeutung wie bei G. Neumann.

Später gibt L. Schläfli der komplementären Funktion eine etwas

2) L. Schläfli, Mathem. Annalen III S. 143.
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andere Form, zugleich mit einer anderen Bezeichnung.23) Er definiert
dieselbe durch:

1
Kn(x) cotgn7rJn(x)

sin ii/f
J-"(x).

Diese Formel wird für ein ganzzahliges n nur durch einen sich

zu denkenden Grenzprozess verständlich. Wird darin n — n + e

gesetzt, so resultiert zuerst:

^«^ÜToiM ''n+fW-(-i)n J"""f(x)

Wird dieser Grenzübergang ausgeführt, so erhall man die Ue-

Hnitionsformel (50), Seite 24. Vergleicht man nun aber diese Formel

(50) resp. (53):

K"(x)=JALog *
J"(x) |-

1 •r(x)-A.s"(x)-Al3«(x)
Jl Ù jt 7C 71

+ -A^/ (x)i\x)
mit der obigen für Y"(x), so ergeben sich folgende Identitäten:

S"(x)= —2 G"(x)a) G"(x).=---Asn(x)

b) Hn(x) Yr(x)

c) En(x)=-Un(x)

d) Y"(x)= \r(x)
+ (log2—^(l)).l"(x)

Tn(x) 2 H"(x)

U"(x) - E"(x)

Kn(x) A[Y,'(x)-(log2-^(l))Jn,x)].

Durch die letzten Arbeilen von Prof. Dr. J. II. Graf, Dr. E. Gubler,
sind wohl die älteren Bezeichnungen zu Grabe getragen, was im Interesse

der Einfachheit und Uebersicht nur zu begrüssen ist.

Ein bestimmtes Integral34) lässt sich für die T - Funktion da-

2S) L. Schläfli: Annuii di Matematica: Sericiti, tomo VI0 pag. 17. Vergi,
die Bemerkung von E. Gubler, Züricher Yierteljahrssehrift XXX, lieft 2, 1888, in
der Arbeit betitelt: Die Darstellung der allgemeinen Bessel'schen Punktionen
durch bestimmte Integrale. V'ergi, ferner: J. H. Graf. Mathem. Annalen XLIII,
Seite 13(i, Nolo unten.

2iJ J. It. Graf, Vorlesungen.
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durch herleiten, dass man die beiden Summen in Formel (51) zu

vereinigen sucht, Zu dein Zwecke denke man sich in dem Ausdrucke:

x \n I 2/1 / x \n-f 2/1

v ; A!(n|A)! v ; /'(A+l) 2'(n+A+l)
slaltr(A + l) geschrieben F(X-\ 1 |- e) und stall F(n + A + 1)

F(n+A+1—e); e bedeutet dabei ein Inkrement, das zum Verschwinden

bestimmt ist. Nach Taylor ist nun aber:

1 1 ,^/(^+1)
F(A+l+3) T(A 1-1) hir(A+lj

und
1 i ^/(n+A+1

IXii+Ä |-l-£)~.r(n+A |-1)
" £

r(n+A+T)'
der zweite Teil der T-Funktion ist daher nichts anderes als der

|ó]*) in der Entwicklung

(-1)
x 11+2/.

r(A+i+«or(»--H+i-<0
Der erste Teil lässt sich auf ähnliche Weise ausdrücken. Man

ersetze in

c-*£T
r(A+l+e) 2"(n+A+l— e)

À durch (A—n), wodurch man dafür erhält
\ 2k- n

<-*(*)'
/-(A+l—e) F(X—n | 1 |-s)

Da nun aber À—n negativ werden kann, so multipliziere man

Zähler und Nenner mit 2"(n—A—e) und wende den Satz an:

it 1 sin a ve
F(a) l'A -a) -

sin a it ' /"(a) JT(1—a) ?c

es ist dann entsprechend:
1 sin (À—n+l+c)?c

7 ' (/—n~ +ï+ë) /"(.n—A- e)
~~ ~7~
— (_!)* "+isine/F (^!)^»6^

-(-1) e.

*) «[fj- Koeffizient von t"»
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Auf diese Weise hat man also erhalten:

(_lr_A±) =(_^ r(-"AA
v

JXA+1-«) r(A-n-l+e)
v ; r(A+l-£)r(n-A-«)r(^-n+l+£)

r(n-A-e) J

1N2U n)__ \ 2 ,.'

x ^~"

r(A+l-e)
Dies ist aber gleich dem Ausdrucke hinter dem Summenzeichen.

Die Laufzahl À ging von A > —— ; da aber gesetzt wurde:
dt

X —= À — n,
so muss nun:

»>-=?'
und es ist daher:

Erster Teil [e] in der Entwicklung
/ v \n+2Xi=»-i (JL)^ D;- ^2'

-ÜJ l ; r(A+l+£)r(n+A+l--c)
*>-V

Beide Teile lassen sich nun so zusammenfassen, dass man schreiben

kann :

T"(x) — [e] in der Entwicklung

/ x \n + SU

'S <-,)¦- n»+2H-i) \j_L_
-Ä_/ }

r(A+l+s) r(n+/+l-£) (n+2A)!

Andererseits ist dann auch:

r(n+2A+i) =_+ r,.,.,n+n jH _
T(A+l+£) r(n+A+l—e) 2i/t J

y ^ ' t*+i+*

Um darin den Coeffizient von £ herauszustechen, denke man

sich l"£ entwickelt :

t"£ e-f hos * 1 -£ Log t+£2 ;

folglich ist:
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M^JW^'-^'r
Man seize:

dl eH2f—)2id,
t .1(2?—")

2i dtp,

7t
Log t — — i (2tp—vt) 2i I

ç» —

1 + t l +eU8^,) ei('-T) [e-'C^-T) + e'(" ~t) ]

ei(^^)2cos^--^)

1 + t ^e'v"1"/ siny.
Die Grenzen werden 0 und /c und daher wird das Integral:

Lr(-2i)(2i)f,-^2n+2Si(-4)^)
inj2Ì7T I U(2jP—7l)

0

2 />7'

sin dtp

Cn( n\ i(f-~)(n\2X)~-U(29-7t) ^+2/1.
Mt) V~2~) (2sinP) dy>

2 /'"/ ri \ in (V—-^) ,0 ai-f-2A
^ V 2 / (2 sin toi

irc ; v/— Ve *-2 s'n ^ ~
d^'

*0

Es ist:
n

— m— ..n
e - (—0

damit vereinige man aus der Summenformel :

(—1)* (_i2)A _i2À;
der Ausdruck nimmt dann die Gestalt an :

'71 / \n \ m9 r o- • \n+2-l
tp — j e (—2isin^) dtp

~o

und dieser Wert in der Summenformel eingesetzt, gibt:

A f
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„. ,n+21 / X \n+2*

i-m 2 rv ^ i.iyy('~2lsinf) bv
1(X) RJ ^"^"r 2l (n+2A)l d^

o

Weil aber:

(11+2A)!

so hat man das Resultat:

/ • ¦ ,nf2A(—IX sin tp) a—ixsiny
— d

A f"

\7tJ
T-(x) t^| (^-^)e-i(xsinp-^d^. (67)

Dem Integral lässt sich eine andere Gestalt geben, indem man

es zerreisst:

rw=4f TT \ —i (x sin ?—ne>)<p--~\e r'dtp

Af r
* J

i — 1) / / ^ \ —i (x sin <p — n«>)+ ^T [<p~Ar)& <V,

0

wobei n gerade sein muss.

(-1) =e

daher :

(—1) =e

1,nW è|r(v-f)e-i(XSin?"n?)d^
'*o

I / / 7C \ —i(xsiiif—u (y— ?0) jJ V~~2/e f-
0

Man substituiere: ^ — 7t — tp; dann wird:

\ f ir \ —i(xsinp — n.-r-f-nfï

-lO

ì I I 7C \ —i(xsin«>—n<p) I

71 '

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1456.
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1 I i I ir \ i(xsiiif—i\f)

u

-(-Iff" e-^r-^J
-étj (-f-f)(e,Z-o"'0 dtp,

0

wenn iz i (x sin tp — nip),

^TnJ {^--'P)2ièinzdtp,
o

Tn(x)=— I I —-—tp) sin (x sin tp—nip) dtp. (68)
o

Als Integrationsweg kann ein Teil des Einheitskreises gewählt
werden; dabei ist aber dann x<l. Es sei nun:

1—x r • e'"'

Log (1—x) Log r + ito.

Bewegt sich x gegen die Peripherie, so möge io in

io —= — (¦) und r in r 2 sin —
U Ct

übergehen; dann wird für diesen Grenzwert:

r ti x i o • ® ¦(JC @
Log (1 - x) Log 2 sm — 11 — -

— Log (1—x) — Log 2 sin — +i ~ -
Da x <; 1, so isl es erlaubt zu schreiben:

oo X

^aL^i A

i
Log(l—x) +^—- ; x durch erselzt e

e "^i cosAö + i sin XO"N^ e <^ cos a e,
Lüg(l-x) ^|-T-=^|

i i

OO °°
"VI cos X&

p • %?lZ^r~+l2i
cos XQ xn sin À©

X
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Also ist:
CO CO /

XI cosà© ^^ sin A© / 0\ f ve 0
2i^x—|-l2i'~r- -LogVaMnTj+IV'2—t
i i

OO / oo
^^ cosà© /„ @\ ^i sin A© ve 0
Z- r- "Log l2 SH1 t) ' 2i ~x—=t - 2

'

i i
wobei x < 1.

Es isl also auch :

CO
ve ^^ sin 2Xtp

¦ tp -2:2 r ^ A

i
Wird dies im Integral eingesetzt, so folgt:

k= oo
x^ i i ry'

T"(x) ^ • - 2 sin (x sin tp—ntp) sin 2Xf d<p.-J X Vt J
/1=1 0

Berücksichtigt man aber, dass:

2 sin (x sin ^>— n^) sin 2Xtp cos (x sin <^>— (n+2A) ç>)

— cos (x sin ^— (n—2X) tp),

so ergeben sich 2 Integrale:
i co
x^ i i C'1

T"(x) >^ — — I cos (x sin tp - (n+2A) 0 d^
;.=i

' rl *o

1 f'I cos (x sin y—(n — 2X) tp)

Integrale

Nun genügt aber die B - Funktion erster Art dem folgenden

i rJ"(x)= I cos (x sin tp—ntp) dtp
7t

0

und analog:

1 rnj" '
"(x) — I cos (x sin tp—(n~\-2X) tp) dtp

o

1 rn
,|a (x) — cos (x sin tp—(n—2X)tp)dtp,

o

woraus nun die hübsche Formel folgt:
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r(x)='2-i|jn+2Àw--j"^wj-
/1=1 * '

(69)

Damit ist die im Anfange des Abschnittes gestellte Aufgabe, die

Funktion Tn(x) durch Bessel'sche Funktionen erster Art darzustellen,
gelöst.

Die Formel (67) liefert am einfachsten die folgenden
Eigenschaften für die T-Funktion:

T^(x)=-(-l)nT"(x) («)
T"1 (x) Tn(x) Qi)
T°(x) =0. (,•)

Es folgen dieselben, wenn auch weniger deutlich, direkt aus der
Summen- und Inlegralformel. Sie können in Verbindung mit der
Relation :

.,,.+1 ...n-i 2n „,n, N
4 / „ n-vcrnll+ l | r,,ll - 1 "" rplV \ 1 „ 2 JV ln/ \ I / V~ii+l — y w T l ~ä~~ /

umgekehrt dazu benutzt werden, die Entwicklung (69) herzuleiten.23)
Die Zahl 1 genügt bekanntlich der folgenden Entwicklung nach llessel-
schen Funktionen erster Art:

+ 00 n=oo
1 2 j2» J°« ¦ I" 2 2 J2,1(x); (£)

CO 11=1
(ô) liefert für n — 0:

T1 + T-1=A.(l-J°
da aber T1 =— T~ so wird :

2T1 A-(l-J(

T^Afi-J0
x

Setzt man darin den Wert von 1 aus (e) ein, so folgt:
11=00

ll JL\ J0+2^ Ax)-J°
n=l

TWl^J2"«. (70)
11=1

5) L. Schläfli, Mathem. Aunalon 11t, Seite 145 und 140.
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Nun ist aber:

.n+i i^ iii-f-i in
1

x

" ,n 1 / .ii+l i |ii—1

x 2n
eingesetzt:

x n \
2 j2n=A.(j2n+1 + j2n-1\,

!1 00

T1 2 N A (.I2n+1 + J2'-1) ^ -1 (j2"+i + j*»-*).
mJ 2n —¦! n
n=l n=l

Mit Rücksicht darauf dass:

i2a-1 -j1~2ltt
wird endlich:

A oo

T^=2-r(jl+su-,1~8i)" (71)

a=i
Aus den obigen Beziehungen folgt ferner, dass wenn man die

Entwicklung fortsetzt, die untersten Terme in der Summe wegfallen,
so dass z. B.

A=oo

t2==24^+2-j2^
k=l

oder allgemein
A=oo

T»=2 j-0n+8i-Jn-8i)-
/1=1

Aus dieser Summenformel ergiebt sich auch das vorhin
aufgestellte Integral für T"(x)2G), wenn man die entsprechenden Inlegral-

werlhe von J "(x) und J1 (x) einsetzt und ausmullipliziert.
Man findet:

J (x) — Jn ' (x) — I [cos (x sin tp — (n+2A) tp)
ve m /

o

— cos (x sin tp — (n—2A) tp)] dtp

2 r— I [sin (x sin tp—ntp) sin 2Xtp] dtp.
714

6J L. Schläfli, Mathem. Annalen III, Seite 147.
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Nun war aber

oo
¦»^1 sin 2Xip vt
2j X =T~ ?:

x

daher :

T"(x) —™l sin (xsin tp — ntp)l~ — tpj dtp,

*o

was Formel (68) isl.

Es bleibt uns noch übrig, für die U-Funktion ein Integral27)
aufzustellen und eine Entwicklung nach Bessel'schen Funktionen Itcr Art
zu finden. Aus der Formel

k»- [ALog JL + A ^(1)] r(X) A T«(x) _ 1 s"(x)-A v»{x)
\_/C 2 TT J 7t 7t 7e

folgt:

-AD~W+A Jn(x)(Log JL+^(1))= K"(x)-A T"(x) + AS»(x).
7t TT \ c\ J 7t lt

Werden für die Ausdrücke rechts die entsprechenden Integrale
eingesetzt, so kann man schreiben:

--Un(x)+A- Jn(x)(Log— + ^(1))=-- / sin(xsinp-ny>)df>
vt vt \ A J vc J

1 /*ooA e-xfi^(en/ + (-l)"e-^)d>:
7C J ~.

0

»V
sin (x sin tp—ntp) [ — <p)ty

/-»oo

+ AJ e-xfl^ (e1*- (-lf e"1*) dx;

2 rII + IV (— l)n—

IV
»oo

—x ftn/ —ny
e ' * e x d/

273 L. Schläfli, Mathem. Annalen III, Seite 147 unten.
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I + III—— I sin(xsin^—ntp)dtp r2
I sin(xsintp-ntp){—-tp) dtp

*o "o

i r i r—— I sin (x sine»—n^)d^>—•— I sin (x sin tp — nip) dtp
n,l 'JCJ

o o

2 Cn
-| g

I sin (x sin tp—ntp) ipdip.

o

Werden alle diese Werte eingesetzt, so entsteht :

_lu'Xx)+2 j»(L()g|_ + ^(1)
VC 7C \ û

—2 I sin (x sin 9?—ntp) tpdtp—(—l)n— I e x,in^ n/ d%

O 0

und daraus:

Un(x) -Jn(x)(Log-|- + ^(l))

I sin (x sin tp—ntp) tpdtp + (- l)n I e"xftn/~n/d/. (72)
*o *o

Die Formel (65) liefert successive die folgenden Beziehungen :28)

n 0 — U"1 (x) U"(x) — — j°(x)

n -1 U"2(x) -U°(x) +~ (—l)lJ~1Cx) +A- \-\x)

n — 2 — IT3(x) - U "l (x) + A u~2(x) --J"2(x)
n -3 ü-4(x) -ir2(x)-{lJ--3(x)-f|r3(x)

(-i)4u"4(x) - (_i)2ir4+2(x)+2AA (—i)4-1 u"3(x)

oder allgemein: x

(-l)nirn(x) - (-l)n~2U"n+2(x) + 2 — (-l)u-1U-n+2(x)

-Ar-V)
28j L. Schläfli, Mathem. Annalen III, Seite 144.
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(_1)" u-n(x) (-I)""1 lJ2-n(x)+ 2~ (-l^U'-^x.)
2 ,n—i, -.

J (x)
X

_ lTn(x) U2~n(x) -|- 2 —1 u'-'Xx) - (—1)"
x

— Jn-\x). (73)

Eine hübsche Relation zwischen den Funktionen S"(x), T"(x) und

Un(x) lässt sich auf folgende Weise gewinnen:

Es isl

K"(x) - A Log JL j«(x) J_ t"(x) - 1
S"(x)- 2

ün (x)
ve 2 ve ve vc

-A_^(1)J"(X); (ß)

ebenso ist:

K-(x) - 2
Log JL J-»(x) A T-(x) - A S-n(x) _ A d-(x)/t ó yr /r /c

-A-^(i) r».7C

Wird nun jedes Glied mil (—1)" multipliziert, so kann man
schreiben:

K»(x) - A Log JL. j» _A t"(x) + A s"(x)
7C c\ 7C 71

_(_i)'A u-"(x)-A_^(1)J»(x). o?)
VC VC

Addiert man («) und (ß), so erhält man :

2K"(x) -— J«(x)(Log4— A(l)) -Au«(x)_(_1)«A u-(x)
VC \ iL J 7C 7t

oder mil 2 dividiert:

Kn(x)--A Jn(x)(Yog|--^(l)) _A_Un(x)-(-l)"U-n(x). (74)

Subtrahiert man dagegen (ß) von (a), so erhall man:

JL Tn(x) - A Sn(x) - — un(x) + (-l)Au-"(x) 0
Vt 71. Jt Vt

oder

T"(x) - Sn(x) L'n(x) — (-1)" Un(x). (75)
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Zur vollständigen Lösung der gestellten Aufgabe soll die U-

Funktion noch durch Bessel'sche Funktionen Iter Art dargestellt werden.
Nach Definition ist:

Un(x)=2
;.=oo (_^ i *

S
A! (n+A) n+A

;.=o
wobei

Sn+A 1 ^2 + 3 + 4
"* ^ n" ^n+1 ' N+/

Mit einiger Geduld kann man eine Entwicklung nach Bessel'schen

Funktionen Iter Art direkt ableiten. Es ist z. B.:

k / „ \2;.

^? (-1} ir) i
— A! A! A

;—o

x\2 / x \4 /x^6
2/ + AJ_A(1 + 1)_AjLL 1+-A+1' Ol Ol \ I o/ Ql Sl \ I O I1! 1! ' 21 2! V ' 2 / 313! V ' 2 ' 3

x

AA(i+A+J_ + _l
4! 4! \ t 2 T 3 r 4

x M«

— ~fi + A- + -A + A+A..+5!5! V ^2^3 ' 4^5'
Nun ist:

M 2J2(x) -(-.r(-fr
À! (2+A)!

"k (CM AAA)1"
0! 2! 1! 3!

~^~
2! 4! 3! 5!

~^~
4! 6! -

~^~

Wir suchen nun die Fakultäten in der Entwicklung für U° (x)
in Einklang zu bringen mit denjenigen in J2 (x) und schreiben zu

dem Zwecke:

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1457.
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4

îî«/ x
V 2 ,/ V 2 / 1! 31/. 1

">) —f7ïTT2! +113121 2ll1+-2
x ^
Ai-_LA! i+A++_2! 4! 3! 3 V 2^3
x

2/ 3' 51/ 111.3! 5! 4! 4!\ r 2 ^ 3 ^ 4 ' ' "

X \3 / x N*

2 / V 2 / 3/1
0 !~2T ~*~ TTJóT T V ~2~

x \6

2/ 4/1+4-+4
2 4! 3 V '2

x\8
27 5/i+A+A+13! 5! 4 V ' 2 ' 3 ' 4

x ^10

6'1+^+i+i+l)+-4! 6! 5 V ' 2 ' 3 ' 4

\4 /x\6
—2J2(x)-

(A4 (-
1! 3! 4 2! 4! 9

x \8

T 3! 5! 4 \ 2 ~ 3 n 4

V 2 / < 2/1 3+-++!)+••4! 6! 5 \ 2 ' 4 ' 5

ferner ist:

,w^?<->Ar d)4 (d\(t
A! (4 + À)! 0! 4! 1! 5! ' 2! 6!

;.=o
X_M0

2^
3F7!
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daher

U°(x)=-2J2+J4 va/ 1

x \6 /x^8

1! 5! 9 ' 2! 6! 24
10

(I)' 59

w= 2 —

3! 7! 200

(6+À)! 0! 6! 1! 7!
;-=° /s\10

also:
' 2!8!

U°(x)=-2J2(x) + J4(x)

2< +
x \6 / x

,2, ,4, \5ä/ 2 2 35
v I -I- J 1 \ 1

0! 6! 3 ' 1! 7! 48
,10

(*)' 8 59

2! 8! 3 200

-2r(x) + r(x)-AJB(x)+Al/j_^

2 / 3

'«= 2 -7Î

2! 8! 25

H)ir s aa
U (8+A)! 0! 8! 1! 9!

;.=o
x \8 /x\10

ü0(x) -2J2(x) + .J4(x)-A.,e(x)+A^ 1 '2/ 27

0! 8! 2 1! 9! 50

,-)'"
2 ,6, 1 .8, V 2 / 1

=,_2j%x)+r(x)--r(x)+^r(x)-A^r —+•
k=co-(-)+)I0+2Ì (I)'"

A! (10 + A)! 0! 10!
;—o
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Also :

U°(x) -2J2(x) + J4(x)-A/(x) + ^j8(x)_|_Jio(x).f _.,
ü0(x)=-2(j2(x)-A^(x) + AJ«(x)_JJjB(x) + ljlo(x)

- 4 J1200 +•"!• (76)

Diese Reihe entspricht vollständig der auf Seile 34 zitierten

Entwicklung für E° (x). wie sie zuerst vou Neumann angegeben wurde.

Die elegante Reihe lässt sich auch in folgender Form schreiben:

n°,ï_ a f 2j2(x) 4j4W
i

6j6(x) 8j8(*)
u w — * \ 2 ¦ 2 4 • 4 r 6 • 6 8-8

A
io. 10

In gleicher Weise findet man durch successives Ausrechnen:

+S-+-I- <">

ü1(x) j1(x)-Aj3(x)+A j5(x)—Aj j7(x)+4 J9W

11 l11/ \ I

~3ÖJ (X) + -
f 3 Ax) 5J5(x) 7J7(x) 9I9(x)

klJ(x)-4{——-_ + _2-4 4-6 '6.8 8-10
llJn(x) |+ +öTi2-- + -r (78>

Ebenso findet man:

U2fxl-k J2fx) 4|AAA) 6J6(x) 8-J8(x) 10J10(x)
U(x)_k J(x)-4|^-g __-+_-_ -y-j2-+-

Un(x)-k J"(x) i{("+ 2)jP+2W (°+*)J"+4lx)
U (x)_K j (x) 4j 2 (2n + 2) 4 (an + 4)

(n+6)r+V) i ,79i

Dabei ist k„==sA l+A+ _l+...+JL und da S +
o ist für n 0, so hat die Formel auch für U° (x), also allge-
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mein Gültigkeit. Diese Formeln stimmen vollständig überein mit denen

von C. Neumann,29) die ich Seite 35 schon zitiert habe.

Die Koeffizienten kann man in 2 Teile zerlegen. So ist z. B.

in der Entwicklung für U (x) :

A__JL_li A 1,1 _J__-J__i_JL
2 _ 2

"+" ' 6 — 6 ~T 6 ' 12 ~~ 12 "•" 12 '

Man kann daher schreiben :

U\X) Jl (X) - J3(X) -A J3(x) + !_ j6(x) + _L j5(x) _ _L J7(x)

Nach der Relation Jn(x) (—l)n J_n (x) ist aber :

-ij3(x) jr3(x); -Lj5(x) __L r\x); -Aj7(x)

— J 7(x), etc.,
daher:

V\x) 3\x)- J3(x) + A J6(x)-A j'(x) _|

+ A j-3(x) _ i. j-»w+A. r\x) - + • • ¦

Oder als Summenformel geschrieben:
X=oo A=oo

ui(x)^ji(x)+2 i-(-i)* jl+2"+ 2 ^-jl_2À- <80>

/i=i ^=i+i
Da die vorige Entwicklung allgemein gilt, so hat auch diese

allgemeine Gültigkeit; daher:
i=n /l=oo A=oo

ir«=2 j»+2^'^w+2 -a- jn~2"«- <8l>

/1=1 /1=1 A =11+1
In dieser Form ist die Entwicklung zuerst von L. Schiaffi80) für

die E-Funktion aufgestellt worden.
Er ist dabei nicht auf diesem induktivem Wege vorgegangen,

sondern benutzte die Differentialgleichung als Ausgangspunkt.
Nach Gleichung (66) gilt:

x* A_giA + x ^tjn(x) + (x2_n2) un(x) _ 2x r+i(4
**) C. Neumann, Bessel'sche Funktionen, Seite 52.

80) L. Schläfli, Matbem. Annalen III, Seite 146.
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Man setze nun:

un(x)= 2 Am jn+2m(x)

m=0
und substituiere diesen Wert in der Differentialgleichung; dann ist:

Am X
d Ì (x) .n-f-2m

m=0
dx2

Am X

111=0

m=oo

d Jn+'m(x)
dx

+ 2 Am(x2-n2) Jn+2m(x) -2xJu+1(x)-
m=0

Nun genügt aber die Funktion Jn+2m(x) der Differentialgleichung:

+ x-;, d2 j"+2m(x) ^ v
a j"+2m(x)

+ (x2_ (n+2m)2) jn+2m(x) 0
dx2 ' dx

Wird das Summalionszeichen vor die einzelnen Terme gesetzt
und die Gleichung von der obern subtrahiert, so folgt:

2 A<n (imn + 4m') JD+2m(x) - 2X Jn+1(x)

m=0
m oo

jn+1(x) --A 2 m (n-ra) A- jn+2mW

m=i
m=oo

m (n+m)=-2^'
m=l + 2m

Am (J:n+2m+l (X)+Jn+2m—1 (X)).

Am lässt sich nun bestimmen, indem man die Entwicklung
ausführt und beidseitig die gleich hohen Potenzen von x herausgreift.

n+l / „ \ n+3 / \ n+5

+(n+l)! l!(n+2)! ' 2! (n+3)!
^n+2m+l

lll oo

_ "%1 m (n + m)
" — n+2m

m=l '

+ ¦

2^(
m=l

m (n + m)

+2m

n+2m-f-3Xn+2

(n+ 2m+1) 1 (n+2m+2)!
u+2m—1 n+2m+l

(m+2n—1)! 1! (n+2m)! +
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Daraus folgt nun

Am (-lf n+2m
m (n+in)

Wird dieser Wert in der Setzung für Un(x) substituiert, so hat

man endlich:
m=oo

A=oo ' A

2

un(x)^A in(x)+2 (-i)m "+2m rr+2m(x).v ' ' —t m (n + m)
m=l

Ao ergiebt sich aus der ursprünglichen Summenformel für Un(x):

A=oo

A=0 vi/
A=n

k=i
Man hat demnach:

A=n A=oo

;.=1 n=l
A=n A=oo A=oo

-24 '"«+2 (-»+ '"+Mw+2 ^P'^-
A=l A=l A=l

In der zweiten Summe setze man A À—n, dann wird:
k=-n X=oo i=oo

it»/ s "V 1 ,n/ x "V f-1)* ,n+2i, V (-1)^ l"-2^ X

X=l A=l A=n+1
was die Formel (81) ist.

L. Schläfli81) hat übrigens noch einen andern direkten Weg

angegeben, um sowohl die Funktion T"Vx) als auch ün(x) nach Bessel'schen

Funktionen erster Art zu entwickeln.

31) L. Schläfli, Mathem. Annalen Ht S. 14«.
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Errata.
4. Zeile von nnlen soll es heissen O3 statt O2.

5 5
3.

11.

2.

1:

3.

x' x°
» « ¦ C. Neumann statt G. N.

» heisst der Faktor (2 À—n—1) statt (2 A—n).
oben » » Exponent 2A—n^2 siati

2A—n—1.

muss das re am Schluss bei cos2n+l stellen.

2n
am Schluss stehen -f — 0"(x) statt

A1 o»(x).
X

». 23,
» 25,

» 25,

» 25,
» 25,
» 25,

» 30,

» 30,
» 32,

» 33,

» 38,
» 38,
» 39,
» 39,
» 39,
» 39,

» 42,

» 44,
- 45,
» 45,

bei Formel 47 setze man Sn~x(x) stall S»-1.

6. Zeile von oben lies 49 statt 47.

9.

11.

13.

7.

8.

8.

2.

» streiche man (—1) 2 und lasse am Schlüsse
bei dem x die Klammern weg.

n

» seize man 1 statt (—l)2,
n-1

weg!

l ,11+—!.

» lasse (—1) 2

» setze man S ,1i;_1 statt Ò'

» + statt

unten, (57.) statt (59.)

oben, cos2 „ —statt cos2-—

unten zuletzt, statt —.
Anmerkung, statt

5.

Zeile von oben, statt
8.

11.

14.

8. Zeile von unten, io statt ta 0.

8.

2.

8.

2 2 2

oben, l1(x) statt Tn(x),
» lies statt des 2*°" Jn+!(x) J"-1^).
» sireiche À.
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