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J. H. Graf.

Die nachfolgende Abhandlung L. Schlifii's diber «Praktische
Integration» ist in Briefform fiir einen uns unbekannten Freund be-
stimmt, dem beim Lesen von J. L. Raabe’s Differenzial- und Integral-
rechnung gewisse Zweifel aufgesiiegen waren. Er ist undatiert; jedoch
lassen sich leicht Anhaltspunkle gewinnen, welche uns auf die Zeit
der Abfassung schliessen lassen. Der Aufenthalt Schlifli’s in Thun
daverte von 1837 bis 1847. Die ganze Abhandlung wurde veranlasst
durch Fragen, die Schlifli’s Freund beim Lesen des I. Bandes des
Raabe’schen Werkes besonders hei S. 21 und 41 aufgestiegen waren.
Dieser 1. Band Raabe’s ist 1839 in Ziirich erschienen und wir werden kaum
fehl gehen, wenn wir den Brief aul das Jahr 1840 datieren. Wir
geben den Brief moglichst gelreu wieder, haben uns aber erlaubt, die
Nummerierung der Resultale in einer Weise zu verindern, dass das
Verstindnis des Aufsatzes nur gefdordert wird, sowie einige Zusidlze und
Erlduterungen zu gehen. Der Aufsatz scheinl uns fir die Priorilit der
Aufstellung der Theorie der Bernoullischen Zahlen und Funktionen
von gewisser Bedeutung zu sein und beweist aufs Neue, welch’
schopferischer Geist in Schlifli wohnte.

Praktische Integration,

Yon
L. Schléfli.

Wenn f(x) die ersle ahgeleitete Funktion von der urspriinglichen
Funktion F(x) bezeichnet, d. h. wenn fiir ein unendlich werdendes w
; F(x+w)— IF(w)
amy FEXW =T _ gy (A)
ist, so schreibl man auch

ff(x)dx = F(x)
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oder mit Ridcksicht nicht bloss auf die algebraische Form, sondern
auf den absoluten Wert

b
ff(x)dx = F(b) — F(a),

W0 a einen Anfangswgrt der Variablen x bezeichnet, von dem an man
sie bis zu ithrem Endwert b wachsen lasst.

Aufgabe: Die Funktion f(x) ist gegeben; es ist aber kein
Verfahren bekannt, durch welches man einen endlichen (geschlossenen)
Ausdruck fiir die Funktion F(x) finden kénnte? Man soll daher
F(b) — F(a) wenigslens approximativ mit jedem beliebigen Grade von
Genauigkeit berechnen.

Auflésung: Man teile b—a in n gleiche Teile — je mehr,
desto besser. — Ein solcher Teil heisse w, also b—a=nw.

Wenn nun f(x) zwischen den Grenzen a und b kontinuierlich
und endlich bleibt, so kann der Fehler, den man begehl, wenn man
in der Gleichung (A.) das Zeichen lim weglisst, durch Vermehrung
der ganzen Zahl n und daherige Verminderung der Grisse w so klein
gemacht werden als man will, nur nicht = 0.

Begniigt man sich nun mit irgend einem Grade von Genauigkeil,
und nimmt man w so klein an als es derselbe erfordert, so kann man
folgende Gleichungen hinselzen :

Flatw) —F() = w[(a)

Fat-2w)—F(@a+fw) =wfa{w)
F(ad43w)—F(@a}-2w)=wf@a}2w)
Faf-4w)—F(a43w)=wf(a}-3w)

— ——— — om— — — e e m— e mtam— ——— —

Flatnw)—F@+(h—1)w)=wf(a4(n—1)w), addiert

F(atnw) —F () == w{f(a)fatw)+ - FTat@—1)w)
= F(b)—F(a).

Beurteilung des an dieser Gleichung haftenden Fehlers,
fir den Fall, dass f(x) von x—a bis x—b
bestiindig wiichst.

Den n*" Teil von b—a, d. h. w teile man ferner in p gleiche
Teile; dann kann man die Gleichung
F(a-}w) — F{a)=w{(a)
durch die viel genauere
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h!

ot w— ko ="l Fo(a+ ) e (a4 2w

erselzen. [Es ist der gemachien Annahme zufolge

f(a+—g~>>f(a)

(4 5)> e +5)

u. s. f., daher auch

p—1
P

1@+ 1(a+5) (a4 2) o t(a
also F(a-+ w)—F (a) > wf(a), analog
F(a4+2w)—F(a4-w)>wif(a4w)

_ u. s. w., daher schliesslich
F(b) —F(2)>w|f(@) 4 (a4 w) 4 Ffla+@—1)w)i, (1)

aber diese Ungleichheit ndhert sich der Gleichheit so sehr als man

W) > pi(a),

will, wenn nur w immer kleiner angenommen wird.
Ferner ist

f(2) <f(a-w)
r(a+-‘pi)<f(a+w)

f(a -+ p;pl w) < f(a-4w), folglich auch

Fa-f-w)—F@ <<wi(a-{w)
Flad-2w)—F@afw)y<<wf(a42w)

F@@}nw)—F@4+(n—1)w)<wif(a-{nw), addiert
Fat-nw)—F(a) <wif@-4w-fraf-2w |-
| @@ —1w4fatnw]
aber a-}-nw==">b, daher
Fh)—F@<w|flatw)|faf2w4
+rad-m—1w+im)| (@)

Aber auch diese Ungleichheit nihert sich der Gleichheit so sehr
als man will, wenn man nur n gross genug annimint.
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Die Betrachtung der beiden approximativen Werte von F(b) — F(a).
von denen der eine zw klein, der andere zu gross ist, zeigt, dass der
Feller Fkleiner sein muss als a : fh) —f (a)!.

Entwicklung des Fehlers in eine Reihe nach den steigenden
Potenzen von w.
Man bezeichne die successiven Differentialquotienlen von f(x) durch
fi (x), a(x), B(X), vvvenen... , setze

F(b)-—F@)=F; f(b)y—Tf@) =T

fi(h)—Ti(a)="0

f2 (a) — fo(a) ="z

S==alf(@)-Ff@a-w) |- FTa+tkw: +~

- a— D

b_azf(a+l\\\)

=11—1
s =a §|f1(1+kw)
k=0
k=n—1
ﬁ
S1 :aZfz(a—]L—kw)
k=0
k=n—1

e
52=32f3(a -+ kw)
k=0

Nun hat man ganz genau

a+tw nw
F(b)———F(a)-—f x)dKJrf feydx |- Jrff(x) dx

t+w a4-(n—1)w

at(k4-1w
ff(x) dx. (3.)
a«}-k\\
Nach dem Satze von I'aylm ist aber
at (k1) w
fx)dx=¥F@a+kw-|w)—F(a4-kw)

[ 8
at+kw

= 11
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:::wf(a{—kw) +

- kw) -+

..........

31
Selzt man dies in die Gleichung (3.) ein, so folgl

\v 2 3 Wiu'_“l

sre ey P e b St @)
Weil nun aber die Funktion f( ) sich zu fi (x), f2(x), f3(x) elc.,

» v L (x) o fe(x), B(x), fa(x) >

» v (X)) > fs(x), f1(x), f5(x) >

ganz ebenso verhalten wie sich die Funktion F(x) zu f(x), fi (x),

f2(x),..... verhill, so hat man folgendes System von unendlich
vielen Gleichungen:

4 -
N S W ,
FPB_FQIS_#%_!hI o w5 vwe s wwy = {__‘E!_s‘u__g_r .......
e W‘uAl
f— g {_21 1+3|5)—'_ ......... —}—Trs‘u_l—f— ......
W wh !
3
fi =s1 -} 5T \2—|~——~bs—f— ........... *E!ﬁ‘“‘:"‘ LT
W wh wi
fin =5 + ET Sm 1 + §T Sm-f-2 l‘ T +‘ 7'__ Sm—{—‘u-l "{_
Aus dem System I sollen nun s s sz 83 ... .. eliminiert, d. h.
der Wert von s durch F{fifa..... ausgedriickt werden.

Um diese Elimination bequem auszufiihren, wollen wir uns vorerst
auf 5 Gleichungen beschrinken und dieselben folgendermassen darsltellen.

B’:S+%\VS+—:}—W2SI+ 1 _}__1_26“:4 .’_ ............
st = ws+—;wzs] »+?w532--1~ _él_étww453.+ ............
wif, = wis . 1 fs e
w3 fg: Wab -+ wis 4_ ............
wif — wis L ooeiiiieiln
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Die letzte dieser b Gleichungen ergiebt:

w*s3 =W oo mmain , also die vorletzte
1 :
8 — wd — WA alesasmees i
wis, =w fz—2 whf - , die drl_Ll,e
1 1
wis =w'f —?w"f —I-——-W"f —_ e , die zweite
1 2 ;3 4 [ i
WS——-Wf—?W r1+12“l2+0'Wfs  SEREERERE . die erste
S= T __.L Wf+i._w2f -1..0 w5f _,J_lef + ........
2 12 L ) 720

Man entnimmt hieraus, dass geselzt werden darf:
S=F+c wlitc,wi +4c Wil +4..... c‘uw“f#alﬂ—--z ------
s =f+cwl +c wi e Wi ... + cﬂw”flu + e
s,=f, 4 WE +c,wif e wil 4 ... +e Wt e b

u u+l
L
q111_——-1‘111 _}_ C,W fm—}-1+ C‘sz fm-{»—2+c3w3fm+3 _l_ """ Cy W‘L fm-i—lu ﬁl— """"
Man substiluiere nun diese Werle von S ss, s, «--- in die erste
Gleichung des Systems [, so erhilt man fiir die unbestimmtien Coeffi-
cienten ¢, ¢,----- R folgendes System von Bedingungsgleichungen :
1
gy Fa=0 ;
1 Cy
31 T Te=
1 C1 Co — 0
Tt te
1 , €1 Ca C3
5T Ty T g ta=0 th
1 C1 Co Cs Cyq
et T et ar Fartorte=

k=n

(n1—1)' +2(n—[—1—k)' ¢




Es ist daher ¢, = — /2
1
(:2 ——E
Cq =0
. 1
% =" 73g
C, =z [}
5 e 1
6 30240
C. =0
e —_ 1
8 1209600
C‘.9 =0
o — 1
107747900160
¢,; =0
o 691
127 1307674368000
¢ =0
C. — 1 u. s.f.

14 74724249600
Die Gleichung, in welcher zuerst die unbestimmten Coefficienten
G Co Cg-vv-- gebraucht wurden, kann jetzt auch so geschrieben werden
F=8—c¢ wlf—c,wf, —c, W8, — c, wtf,
oder wenn fiir die Zeichen F,f,f,f,f, .. € e das durch

) 17273
sie bezeichnete geselzt und auf S —c wf reduziert wird

L[f(x) dx=w {%f(a)—f~f(a~]—w)1—f(a+2w)+ ......... r

a

fa-H0—DW) + 5 )}
Bern. Mitteil. 1899. 1472.



1
47900160
691
1307674368000

1
74724249600

{1, -1, +
wh {1 (0)—1,(a) | —
W {1,(0) = f,a) | -+

I11.%)

WS {fT(b)——f7(a)} —
wio {1, (h) — £, | +
w2 {£,(b) —f,@ | —
wi [0 —fa@) | in inf.

Schlafli bemerkt, dass Raabe in seinem Buch «die Differenzial-
und Integralrechnung» auf S. 431 diese Gleichung (3.) auch habe, sie
aber anders abteile und zwar mit dem Vorteil, einen Ausdruck fir
die Erginzung zu haben, deren die Reihe in (3.) bedarf, wenn sie
irgendwo abgebrochen wird. In der Thal findel sich im I Bande,
§ Il von Seile 435 ein «Allgemeines Verfahren die nummerischen
Werte bestimmter [ntegralien niherungsweise zu ermitteln,» Seile 432
giebl er die Coefficienten dem Werte nach wie hier, wilirend er sie
Seile 433 bis mil coy auf 16 Decimalstellen ausgerechnel hat, ndmlich

cg = 0,08333
¢y =0,00138
cs = 0,00003
cg = 0,00000
010:0,00000

Cio — 0,00000

t14 == 0,00000
C16 =— 0,00000
Cig — 0,00000
Csg = 0,00000

33333
88888
30687
08267
00208
00005
00006
00000
00000
00000

333333
888889
830688
195767
767570
284190
133825
003390
000086
000002

Nun mégen noch einige Untersuchungen tber diese Zahlen ¢,

Cy 03 P 04 .....

Fragen gefiihrt:

folgen. Wir werden durch Vergleichung auf folgende

*) Fiir die Methode, diese Gleichung abzuleiten, vergleiche 8. D. Poisson,
Traité de mécanique, III. Auflage, I, S. 16, Nr. 13.
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1. Sind wirklich mit Ausnahme von ¢, alle Zahlen ¢ mit ungeradem
Index = O, wie es die berechneten Werle von cyc ¢, co¢,, ¢,
vermuten lassen ?

2. Geht der Zeichenwechsel der Werte der mit geradem Index be-
hafteten ¢ ungestort so weiter, wie er an den berechneter. Werten

von ¢, bis ¢, sich zeigt?

3. Wenn man in den Nennern der Zahlen c,c, c, ete. die Faktoren
1! 3t 5! ete. weglisst, welcher Natur ist denn die Progression
~1_ 1 1 1 1 691 1
127 1207 2527 240 ° 132 27760 ~ 12’
w. s. w.? Nihern sich ihre Glieder vielleicht immer mehr einem
bestimmten endlichen Werte? oder kinnen sie wvielleicht grisser

werden als jede beliebige Zahl?

Man multipliziere die erste der Gleichungen I[ mit x?, die zweite
mit x% die dritte mit x* u.s. f., damil bei der Addition der so ver-
inderten Gleichungen in der erslen senkrechien Reihe

%2 N8 %4 %? _— :
2—!” g{“’"ﬂ‘l—bf—l‘* -------- mn lnf.':—'eh—l"—x

herauskomme. In der zweilen senkrechlen Reihe erhilt man ¢, x (e¥—1);
in der dritten ¢, x? (6* —1) u.s.f., somil im ganzen
¥ —1—x--c x(e*—1) ¢, x*(e* — 1)

Fe @ — 1) =0
e —1-fcxEX—1J-ex (e —1)fevmennnnnn = X
X
1--’*Clx—{—czx2—f—03x3 o = —
et —1
x X
X e2-}e 2
e — 1
X X
e2 —e 2
also, well ==y ist
X_+ _x
x ez f-e 2 ‘ ‘
‘é“'i=1+02X2+03X3+04x4+ ..........
g2 —e 2
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Da aber die linke Seite dieser Gleichung den Werl nicht é&ndert,
wenn X in — x tibergeht, so miissen alle mil ungeradem Index be-
haftelen Coefficienten ¢ der rechten Seite verschwinden. Dies die
Antwort auf die erste Frage.

Zusdtze: Es ist

X
x e2 +-e ‘
“z““"{tt =14 e,x2 e, xb e X8 - v i . (@
c2 —e

M|.w]m|n

Lidsst man in dieser Gleichung x in ix tbergehen, so folgt:

—;—colg%=1—02x2+c4x4——06x6+—— -------- (b)
Schwieriger zu beantworten ist die zweite Frage.
Um kleinere Briiche zu erhalten, setze ich ¢, = — (— 1)“—-211—_’11—)—!
Man hat niimlich alsdann B, = %
B, = oo
1
B = 253
B = 15132
6
By = 32$éo
b= L

Die allgemeine Gleichung bei Il muass in zwei Fillen betrachtet

werden :
1. n gerade,

2. n ungerade.

1. Selzt man fir n die gerade Zahl 2n, so hat man
1 1 1 Co

@nf1)! 2 (2n)! Jr(2n—

G2k
1)1+ """ +(2n—[—1-—2k)




ces BY e
Man multipliziere diese Gleichung mit (2n)!, fiihre die obige

Bezeichnung durch B ein und bediene sich des Raabeschen

2n )_ -(2n—-2k-4-2)
[Tkl ¥~  LeBeB rmmims s mins 2k—1)

so erhéll man die Gleichung

2n-1+1*_*"2(~1) (szkzj]q)” - )

Diese Gleichung gilt fiir alle Werle der ganzen Zahlen von 1
an bis oo,

2. Setzt man fiir n die ungerade Zahl 2n -1 ein, so hat man

1 1 1 C2 Co2k
(2n}2)! 2 (2nt1)! + (2n)! T + (2n-F2—2Kk)!

Can
+ ..... -}_ 51 = 0.

Durch Multiplikation mit (2n-}-1)! erhilt man

| 2n-4-1
2n+2 - 2( b* (2|<—1>'B“:‘0‘ (d)

Diese Gleichung gilt auch fir n=0. Das Syslem (c¢) wiirde
zur Berechnung der Werle von B B, B, |- ... geniigen, aber die

Gleichungen (d) sind sehr vorleilhaft zur Verifikation.

Es wird im Verlauf der Untersuchungen von Nulzen sein, wenn
man jelzt schon, veranlasst durch die Form der Gleichungen (¢) und
(d), folgende Bezeichnung einfiihrt'

X2n+1 x211 2n—2k+41
R T 2( gy )" ©

k=n
x2n+42 x2n+1 v Kk 2n+1 2n—2k+42
w(x,n+1J—2n+2_ 2 ““kéal(_"l) Bk<2k~——1 *

oder
k=n—1

x2n x2n—1 2n—1 In—2
vl =g _2(‘“1)1{13“(214—1)"2 Y

k=1




o= BF e

Diese Gleichungen (e) und (f) gelten fir n=1,2,3,........
und nun lassen sich die Gleichungen (¢) und (d) ganz kurz so darstellen:
¢(1,n)=0; (l,n)=0.

Uberdies hat man noch ¢ (0,n)=0; (0, n) =0.

Uberdies hat man noch ¢ (0, n) == 0; 1 (0, n) = 0. Multiplizieren
wir (e¢) mit dx und integriert man zwischen den Grenzen 0 und x,
so folgt |

X ‘211}1

. s | el | i
'[g(x,n)d_\ 2l1+1 f X
0 0

——Il

: n x2u—2k+1
21 (—1)" By <2k—1>f" dx

9 1 k=n . " 2 Ok -2
- 1 x2n~|—.. B ‘._n—}- Z( 1) s ( 21 )X n—2k-42
T 2n4-1 2042 2(2n-F1) "\ 2k—1/2n—2k4-2
f(p(x,n)dx = T‘l‘l— P (x,n-4-1); analog (g)
v(x,n)dx::—1~ X,n) -}~ (—1)"By. x (h)
¥ on ¥

Die Gleichung (a) ldsst sich folgendermassen darstellen:

LG G) G

i o P ey By s
GILGLLGT,

1 \g 2 o B,

iT+ = _'_ = _*_ = + _‘?.Gm_f .....

Man multipliziere beide Seiten dieser Gleichung mit dem Nenner
linker Hand, so miissen, da ja die Gleichung fiir jedes x wahr sein
soll, die Coefficienten der gleich hohen Polenzen von x einander
gleich sein. Dadurch erhalten wir folgendes System von Gleichungen:

(Y/2)? B, (V/2)

51 T = e

(o CRPB B (A
5! 1! 3! 3110 4!

; allgemein

(‘2 |, (2'Bi _ (1/2)"Bs 4. B (‘/2)°
o T e 313 U ar1l 6l
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o k=n o X %
(R Y (Ve EB, - (1) (1/2)°

@ntD! 7 et @n—2k4-1)! Ck—1)! —  @2n)!

1 b g :
oder wenn wir mit 5 (2n)! multiplizieren, so erhalten wir
k=n )
17,32 1HL oan ° 1 \2n -2kl 2n
U N e )( o
2n-F1 2k-1,

k=1
oder auch wegen (e)

1
¢(2,n>=0. ]

Dies ist der ersle Satz. Durch Behandlung der Gleichung (a)
wurde eben der Beweis und die Aufstellung dieses ersten Salzes beab-
sichtigl. Nun stlellen wir gleich einen zweiten Satz auf. Es ist zu
zeigen, dass

cos @ +

9 2

cos26 cos3 @ cosp o
2'2 n 7% 321:1

N COSpO (~—1)n (Zn)Qn ’() (276)2“
I 57 —
2 s @ U\ ) Tegamyi B ®
p=
Um zu zeigen, dass dieser Salz fir 0 < e <2x wahr ist, zeige

man vorerst, dass wenn er fir n gill, er auch fir n-|-1 Giltigkeit
hat; hernach soll die Richtligkeit noch fiir n=1 nachgewiesen werden.

o
Durch Multiplikation mit d ® = 27c d —— und Inlegration von 0

27¢
bis © findel man unter Beachtung von Gleichung (h)
p:
Eamp e ___(——1)" (275)2n+1 ( e " M
- T T T )] “\e '

Diese Gleichung liefert fiir die Setzungen =0, o =, =2,
die schon gefundenen Gleichungen

1
¢(0,n)=0, ¢ (——2—; n) =0, ¢(1,n)=0,

was fiir- die Richtigkeil der Gleichungen (1) und (k) spricht. Durch

nochmalige Multiplikation mit d@ und Inlegration von 0 bis e folgt
pe=co

1 —cospo —1" 2" [ e
2n+2p R oI 2 I (c s n-+ 1)
p 2 (2 Il+l)

p=1
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daher
g m+ gy )“4“’ iy
N cospe (-—1) 2 ) 6
p=1

Durch abermalige Multiplikation dieser Glelchung mil d e urd

nachfolgender Inlegration erhallen wir
p=o00

Esinpw (= 1)“+1 (2" (O n-f1
P T 2 @2t IRACT

p—1

p=oo

MCI MM R M
2@nfi) p2nt?

p=1
Selzt man in dieser Gleichung © =— ~ und bedenkt wan, dass

{ :
sinpsze =0 und ga(——,n—]— 1):0 wegen (j), so erhilt man

P2 @ ﬂ:,)gnJrz 5
i ARAEEEICTE S [t
Substituiert man diesen Wert nun in Gleichung (m), so unter-
scheidet sich dieselbe von Gleichung (k) nur dadurch, dass in ihr
n-}-1 slaltt n steht, somit ist der erste Teil des Beweises geleistet
und es ist noch zu zeigen, dass (k) auch fiir n=1 gilt. Es sei
y==x¢080 |-x2c0526 -}-x%¢0s836 4-.-.... - xMcosmO - ...... :
w0 X einen ichlen positiven oder negativen Bruch bezeichnen mag,
damit die Reihe konvergent sei. Multiplizierl man diese Reihe mit
2xcos@ und beachlet man, dass
2xmt+lcosm @ cos © = x™tH cos (n—1) @ 4+ xm+lcos(nf-1) 6,
so findet man
2xycos @ = x¥(y+1) +y —xcos @,
xcos ® — x?

WOraus y == {23056 - x2 folgt, oder auch
1 1 1—x?2
)'__7_,—_2_1——21{003@ 4 x?

Man multipliziere nun diese Gleichung mit d @ und inlegriere.

6 ;
Rechts fiilhre man die Variable L= tang 5 und beriicksichtige die



_ 1—1? 2 dt )
Gleichungen cos @ = ﬁ_? und de = The Man erhiilt alsdann
wegen

(1 —x?)dt . 14-x
f(l—x)2+(1+x)2 B = arc tang 1 x l
p=0c
x"sinpeo @ 1-}x
21 EEr— =—— -} arc tang 1;;t

) X sin @
— arc tang iTOSG).

Man beabsichtigt nun in dieser Gleichung ¥ = 1 werden zu
lassen. Dann muss aber @ zwischen den Grenzen O und 2 7z ent-
halten sein, weil an diesen Grenzen selbst y=—=1-4-1-}1+4-..... =00

B

wird, also eine Inlegration | yde bis an diese Grenze oder iiber sie

hinaus keinen Sinn haben kann. Man findet also fir 0 < 0 <{ 2 s,
die Gleichheit von © mit einer dieser Grenzen ausgeschlossen,

p=0°
N sinpe T =
2 T T 2 T e ()
p=1
Durch Multiplikation mit d ® und Integration von « bis @
p:OO
cospa —cospe 1, :
2 p? =3 (0—a) % (@*—a?), also
p=1
p=00°
cospe 1, 1 Z%pa_i g g &
2 P T © 2ﬂ@+ - 4&'—-471:(1
p=1
Es ist aber fiir ein unendlich klein werdendes «
lim cosp a 1, 1 1
uﬁo{z—pz——‘_ji“a—]—TYL'a == FJ

coSpe ) 1 1
als OETZT @J"‘_"z_ft("')"'z 52—' (a)

Man iiberzeugt sich bald, dass diese Gleichung fir =2 =
wahr ist. Sie gilt also fiir ein zwischen 0 und 2 z liegendes ® und
fir diese Grenzen selbst. Setzt man in derselben @ =—= s, so kommt

—-;?:laaiv + 2 =~ T T D iy

Bern. Mitteil. 1899. No. 1475.
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oder auch 2 __1__
(2 m)?
m=oco

__A N |
2 (2m—1) un aber ist
1

1
(2m)2 =g E; i ; folglich
23 S] 1
— (2—[]]—_:1—)_3— —I—' e _[)T, woraus

4 2 7? .
(2m Co—1F — 6 und endlich
coSp e 1
E = e ()
Wenn aber in Gleichung (k) n=1 geselzl wird, so kommt

cos p @ (2 7)* O (2 7r)?
= 1 \et)
2 pE 5 1"’( S >+ g B
. 1 (6o )2 1 6 1
21 — g 2
_(2”)[ (2” 2 2n]+2” 12’

was mit Gleichung () harmoniert.
Endlich gehen wir zum dritten Satze tiber.
p=0o0

>
2

1 B (2 71:)2“

o o 2—1)1 "

Dieser Saltz wird sofort ans (k) erhalten, wenn in (k) =10
geselzl wird.
Nun Kkann auch auf die 2% und 3' Frage geaniwortet werden.
Da nimlich
1 1 -1 1
_— e - i
2 I]2n + 2‘2n + 32n —I_ 4311 i_
positiv 1st, so muss nach Gleichung (o) auch B, stels posiliv sein,
B
n on )
(—1) m der

stele Zeichenwechsel der Gréssen c,c coco --v--- sich ergiebl.

(0)

woraus bei der angenommenen Relation ¢op = —

p_!l
wachsendem n fortwihrend sich nihert, so hal man

Da fernerz——.—;— stels grosser ist als 1, jedoch dieser Zahl mit
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2(2n—1)!
B, > ——MM—,
> (2 n)gn

jedoch, so dass mil wachsendem n diese Ungleichheit sich bestindig
der Gleichheit niihert. Da nun im Zihler des Ausdrucks rechter Hand
die mit wachsendem n neu hinzu kommenden Faktoren slels grisser
werden, wihrend diejenigen des Nenners sich gleich bleiben, so schliesst
man hieraus sofort, dass B, jede endliche positive Grisse iiberschreiten
kann., Die Zahlen By Bz..-. B, .- .. heissen Bernoullische Zahlen. Ihre
Werle werden successive berechnet und verificiert mittelst der
Gleichungen

k=n
T
2nf1 (=" (2k 1)B“““0
(p)
Von n=1
1 _ 2 - By =— bis n=0c0
2n4-2 2k 1 |
Es sei auch
2n+4-1 2n kT_-: 21 ‘
X X L {1k 2n—2k+1
¢ (0 =311 3 2( 1)" Br (2k-—1) .
k=1 (@)
x2° x2n & i 2n—1\ 5, oy |
PEM =T T —1_21(_1) B"(zk—1) . J

Dann kann man mittelst dieser Bezeichnungen folgende Sitze
hinstellen:

b
ff(x)dx:w{%f(a)—l—f(a{—w) f(at2w)+--.41f(a +(n—1)w)+% f(b) }

k=co
2k

+ 2 (_.1)k By (?EV:ZLT!- {fgk_1 (b) — fox—1 (a) }’ (l')
k=1

wo b—a=nw und for_;(x) den (2k—1)%*» Differentialcoefficienten
von' f(x) bezeichnet. Es ist weiter

2 2
X e —{—e "‘l—l— &XH_]EE B4x8_{_ ...... (s)

2 — 3! 51 7!
eé_—e 2
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X X — By » By , By o By g
ué—colang—z—__l—ﬁx 3!x HE —W;\ 4 eenn (1)
ferner
¢(0,0)==0, ¢(1,n)=0)

1 (0,n) == 0, w(l,n).—z-.Oj (u)
und
@ (%a n):O (V)
p:OO

cospe (275)2n n o l
2 p?n _+2_(r2n—___)_1—‘Bn_(—1) w( 275 ,n)] (W)

1
p=00

sinpe o 2w ( o )
2 T T A T )
p=1
e |
2 = B.. (¥)
2 2(2n—1)!
| p ( n 1)

Auch lassen sich folgende zwei Silze, welche bewiesen werden
konnen und in welchen x eine ganze positive Zahl bhezeichnet, auf-
stellen:

12n+22n+32n+42n+52‘1+ ........ _I_(x_l)znzsp(x, l]) .
1201 | g2n=l 4 g1 + 421 A v + (x——l)gn_1=w(xa n)

()

Nun, mein Lieber, musst du mich entschuldigen, dass ich mein
Versprechen dir nicht eher erfiilit habe., Aber gleich als ich von
unserer letzlen Zusammenkunft heim kam, dachte ich zu viel ver-
sprochen zu haben; denn ich wusste nichl, was ich {iber die Gleichungen
(9) und (10), S. 41 in Raabe*) dir schreiben sollte, das ich nicht

*) Es handelt sich um die Gleichungen

b
f p(dx=w {p(@)+ ) +o(at2w - +o—v) | ()

b
fsv (X)dx=w {?(a+W)+¢(a—|-2 w)4e(af-3w)4---- +¢(h—W)+sﬂ(h)$ (10)

a

Siehe S. 41 in J. L. Raabe, die Differential- und Integralrechnung, 1. Bd.,
Ziirich 1839.
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damals dir miindlich gesagt hitte. So lange w zwar sehr Klein ist,
aber doch noch einen endlichen Wert hat, sind jene beiden Gleichungen
nur approximativ und zwar ist bei der einen der Fehler in diesem
‘Sinne, bei der andern im enigegengesetzten. Sublrahiert man sie
“daher von einander, so erhill man freilich auf der linken Seile O,
aber auf der rechten Seite die Summe der Fehler, die man aber doch
nicht gleich o selzen darf. '

Ich verwundere mich aber, dass du Raabe's Beweis fiir den
Taylor’schen Salz begriffen hast, denn auf S. 21%*) kommen Trug-
schliisse vor, idhnlicher Art wie der, durch welchen du bei jenen
Gleichungen (9) und (10), S. 41, ad absurdum gefiihrt wurdest. Die
Gleichung (18), S. 21, ist wirklich gar nicht wahr, wenn anders da-
selbst fi (x), f2(x) u. s.f. die Differentialcoefficienten von f(x) be-
zeichnen. Die aus Poisson’s Mechanik genommene Gleichung, die ich
hier mit (v) bezeichnet habe, schien mir vorziiglich geeignet, dir tiber
den Grad der Genauigkeit der Gleichungen (9) und (106), S. 41, in
Raabe Licht zu geben, und da jene Gleichung (v) auf die Bernoullischen
Zahlen fiihrt, so war mir die Gelegenheil erwiinscht, zugleich mehrere
Beziehungen und Eigenschaften dieser Bernoullischen Zahlen dir vorzu-
legen und zu beweisen. Es waren die Gleichungen (z), auf die ich
durch Lesung von Bourdons**) Algebra gelangle, die mich zuerst mit
jenen Zahlen bekannt machten. Seither, es sind nun bald 10 Jahre,
bemiihte ich mich vergeblich iiber sie nihern Aufschluss zu verlangen,
namentlich zur Beanlworlung obiger drei Fragen zu gelangen. Sieh
nun, das Bediirfnis, das ich hatle, dir nicht nur die Gleichung (v)
oben aus Poisson schlechiweg hinzuschreiben, sondern auch die

*) Bezieht sich auf den von J. L. Raabe, die Differential- und Integral-
rechnung, I. Bd., S. 21, gegebenen Beweis.

**) Bourdon, Pierre Lowis Marie, geb. 16. August 1779 in Mencon,
gest. 15. Mirz 1854 in Paris, 1801 Professor der Mathematik zu St. Cyr, dann
am Licée Charlemagne und am College Henry IV., zuletzt Inspektor der Uni-
versitit Paris, schrieb unter anderem «Elements d’algébre», die bhis 1851 11 Auf-
lagen erlebten. Schlifli benutzte die bte Auflage 1828 und das von ihm gebrauchte
Exemplar befindet sich in der Schweiz. Landesbibliothek in Bern. Da er selbst
seinen Namen: «L. Schlidfli von Burgdorf» eingetragen hat, so ist hieraus zu
schliessen, dass er Bourdon wiihrend seines Berner Aufenthalts gebraucht hat, also
wahrscheinlich von 1829 an. Dies wiirde nochmals die Annahme bestiitigen, dass
der vorliegende Brief aus dem Jahr 1840 stammt. Jene Gleichungen (z) be-
ziehen sich auf Bourdon, bte Aufl. 1828, S. 655.
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Eigenschaften der dabei vorkommenden Bernoullischen Zahlen zu be-
weisen, hat mich jetzt gezwungen, meine eigenen lange gehegien
Wiinsche zu erfiillen. Es dreht sich vorziiglich alles um die Gleichung
(y). Ich kannte zwar schon vorher, ehe ich daran gieng, dir zu
schreiben, zwei Beweise derselben, deren einer sich in Raabe findet.
Aber der, den ich hier gebe, ist elementarer als jene beiden.

Es ist mir auch leid, dass du beide Male als du in Thun warst,
mich nicht angetroffen hast. Das erste Mal war ich von Thun ab-
wesend, das andere Mal war ich den ganzen Tag zu Hause gewesen
und nur zwischen 5 und 6 Uhr spazieren gegangen. Ich kam zwar
vor 6 Uhr zuriick, erfuhr aber erst nachher, als es zu spit war, dass
du da gewesen seiest.

Dich herzlich griissend

dein
L. Schlafli.
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